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Ficha 2

Operadores diferenciais, Fluxo e Teorema de Gauss

. Seja f um campo escalar e ' um campo vectorial, ambos de classe C?. Diga se cada
expressao seguinte tem significado e, nesse caso, se é um campo vectorial ou escalar.

(a) rot(V )

(b) V(div F)

(c) div(div F)

(d) div(rot(Vf))

. Determine o rotacional e a divergéncia dos seguintes campos vectoriais
(a) F(z,y,z) = (logz,log(zy),log(zyz))

(b) F(x,y,2) = (e"seny, e’ cosy, )

(c) F(z,y,2) = (O,Gwy sen z, y arctg f)

. Verifique as seguintes identidades sendo r = (z,y,2) e r = |r|.

(@ V() =-%
(b) V(Inr) =5
(c) V3 =12r

(d) Vxr=0

. Verifique se os seguintes campos vectoriais s3o irrotacionais e/ou incompressiveis:

F(x7y’ Z) = (yz7 xz? ':Cy) Y G($, y? Z) = (xQ,y27Z2)



5. Calcule o fluxo do campo vectorial F' através da superficie S orientada da forma indicada:

(a)

(b)

()

F(x,y,2) = (0,22,3x2y?) e a superficie
S={(z,y,2) €R® : z2=—2"+¢*°, 0<ax<1,0<y<1}

orientada com a normal unitdria cuja terceira componente é positiva.

F(z,y,2) = (yz,x2z,2zy) e S o cone definido por

z=+x2+y? , 0<z<l1

orientado com a normal n com terceira componente positiva.

F(z,y,2z) = h(r)(z,y,z), em que r = /22 +y?>+ 22 e h :]0,400[— R é uma
funcdo continua, e S a superficie esférica de raio igual a um, centro na origem e
orientada com a normal n tal que n(0,0,1) = (0,0, 1).

6. Calcule o fluxo do campo vectorial F' através da fronteira da regido F segundo a normal
exterior utilizando a definicdo de fluxo e o teorema da divergéncia, sendo:

(a)
(b)

F(z,y,2) = (z,y,2) e E é a bola unitdria 2% + y> + 22 < 1.
F(x,y,z) = (vy,yz,zx) e E é o cilindro sélido 2* +¢y* < 1,0 < z < 1.

7. Use o teorema da divergéncia para calcular [, F'-ndS onde

()

F(x,y,2) = (0,0,2 +y+ 2%), S a fronteira do cilindro 22 + 3> <4e0<z2<3e
n é a normal unitdria que aponta para fora o cilindro.

F(z,y,2) = (y*¢*, —wy,varctgy) e S é a superficie da regido delimitada pelos
planos coordenados e o plano = +y + z = 1.

Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F' através de S, onde
F(x,y,z) = (2%, —2*y? —2%yz) e S é a superficie do sélido delimitado pelo hi-
perboldide 22 4+ y?2 — 22 = 1 e pelos planos z = —2 e 2 = 2.

Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F' através de S, onde
F(x,y,z) = (3z,x2,2%) e S é a superficie da regido delimitada pelo paraboldide
2 =4 — 2% — y? e o plano-zy.

Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F' através de S, onde
F(x,y,2) = (2%, —2322, 42y*2) e S é a superficie do sélido constituido pela parte
do cilindro 22 + »? < 1 limitada pelos planos z =z +2e 2z = 0.

8. Use o teorema da divergéncia para calcular [[ F - ndS onde

1

S é o hemisfério superior da esfera 22 +y? + 22 = 1 e n é a normal unitdria exterior a |S.

Nota: S n3o é uma superficie fechada.



10.

11.

12.

13.

. Seja F' = (zarctgy?, z3In(2? + 1),2). Determine o fluxo de F através da parte do

paraboldide 22 + 3% + z = 2 que estd acima do plano z = 1 e esta orientada para cima.

Nota: S n3o é uma superficie fechada.

Calcule o volume do conjunto
{(z,y,2) €R® : 2* +y* <z <1}
usando o teorema da divergéncia.

Sejam S e E nas condi¢des do teorema da divergéncia e e o campo vectorial definido por

F(z,y,2) = (z,y,2)

VOlumeEzl//F-ﬁds
3J)J)s

sendo 7/ a normal unitéria exterior a S.

Mostre que

Demonstre a identidade abaixo, supondo que S e E satisfacam as condicoes do teorema
da divergéncia e que as fungdes escalares e as componentes dos campos vetoriais tenham
derivadas parciais de segunda ordem continuas.

//S(ng—gi) -ndS = ///E(fVQQ—QVQf)dV

Sugestao: Use o teorema da divergéncia e o facto de Vf - Vg =Vg-Vf.

Sejam S e F nas condicbes do teorema da divergéncia e f uma funcdo escalar de classe

C?, mostre que
//Dﬁde:// V2fdV
s E

onde D+ f € a derivada de [ na dire¢do da normal a S.



Solucoes:

1. (a) é um campo vectorial. (b) é um campo vectorial. (c) ndo tem significado pois div F
é um campo escalar. (d) é um campo escalar.

— (L 11 i —1,1,1
2. (a) rot F' = <y, ac’a:) ediv F'=1+. 4
(b) rot F=0edivF =1
(c) rot F' = (arctgf—exycosz,—%wewsenz) ediv F'=ze™senz — 505

4. F é irrotacional e incompressivel; G é irrotacional e ndo é incompressivel.

5.(a) 0
(b) O
(c) 4wh(1)
6. (a) 47 (b) 7/2
7@36r (b) & (0 (d) % (%
8. 3w

9. 371/2
10. /2



