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(a) Quais sdo os valores préprios de A?

1. Considere a matriz

(b) Quais sdo os vectores préprios de A?

(c) Determine uma matriz de mudanga de base, S, que diagonaliza A, e determine a sua
inversa, S—1.

(d) Calcule e“?.

(e) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

lealn] e [0

(f) Determine a solugdo geral da seguinte equacido diferencial:

n]=aln]

(g) Escreva duas fungdes 3 : R — R? que constituam uma base do espaco vectorial das
solucdes da equacao da alinea anterior.

Resolucao:
(a) Os valores proprios sdo os zeros do polindmio caracteristico:

det(A—A)=0 <= (3-X)?—-4=0
— N -6A+5=0
<~ A=loul=5.

Os valores proprios de A sdo 1 e 5.

(b) Os vectores proprios de A associados ao valor préprio 1 satisfazem

=m0 = [2 2][£]=[3] = a==s.

Logo, os vectores préprios de A associados ao valor préprio 1 sdo os vectores da forma

v:a[}} com a€R.



(c)

(d)

(e)

()

Os vectores proprios de A associados ao valor proprio 5 satisfazem

msiumo = [ 2 2][2]=[8] = ams.

Logo, os vectores proprios de A associados ao valor proprio 5 sdo os vectores da forma

v:a{i} com a€eR.

Mudando para uma base de vectores proprios de A, a transformacdo linear dada por A fica
diagonal. Tome-se, por exemplo, a matriz de mudanga de base

s=[a1]

cujas primeira e segunda colunas sdo vectores proprios de A associados aos valores proprios 1
e 5, respectivamente. A mudanga inversa é
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Entdo tem-se

t et et eBt_et
At e 0 —1 =S =
€ —S|: 5t:|S —[ 5t2_t tf5t]
0 e e e e 25
A solugdo deste problema de valor inicial é
t 5t 5t t 5t t
A U 0 e'+e e’’—e 1 3e’"—e
2 2
A solugdo geral desta equacdo diferencial é dada, por exemplo, pela expressdo

et 0 c cret + coed?
y(t) =5 |: 0 edt C; =S C;€5t . zlet 9 Vt € R onde Cc1,C2 € R.

Comentario: A solucdo acima pode ser escrita

C1
(&)

et 0

y(t):S{ 5t}SlS :eAtS{Cl} , Vt e R ondeci,co eR.
0 e Co

Equivalentemente, poder-se-ia ter respondido que a solucdo geral é dada por

C1
C2

y(t) = et , YVt eR ondecy,co €R

As colunas de et formam uma base das solucées da equacdo dada. Como S é uma matriz
invertivel, as colunas de eA'S também formam uma base das solucdes da equacdo. Optou-se
pela expressdo eAtS porque esta dd uma expressio mais simples para a solucdo geral. &



(g) Compde-se uma base para o espaco vectorial das solucbes da equacdo da alinea anterior, por
exemplo, com as colunas da matriz

et 0 et ot
S[O e5t:|:|:_et e5t}»

ou seja, com as funcdes z1 : R — R? e x5 : R — R? dadas por

21 (t) = { ¢ ] e ao(t) = { ZZ ] .

—et
De facto, x1(t) e x5(t) sdo funcdes linearmente independentes, sdo solucées da equagdo da
alinea anterior e qualquer outra solucio y(t) € da forma y(t) = c121(t) + cox2(t) para algum

c1 € R e algum c; € R.

O

2. Para cada uma das matrizes A seguintes, determine eAt

(a) (b)

0 1 30
=[] =[]
(c) (d)
1 -2 2 11
A=]0 -1 1 A=| 030
0 00 ~1 1 4

Resolucao:

(a) Esta matriz A sé tem um valor préprio:

det(A—A)=0 <= (=A)(-2—-A)+1=0
= MN4+22+1=0
<— A=-1.

Os vectores préprios sdo dados por

AL = e

1 - ..
Escolhe-se o vector v = [ 1 } para base do espago préprio e procura-se um vector proprio

generalizado, w, a associado a v:

L A]] = e



O =

Escolhe-se a solugdo w = [
11 -1 1 0 -1
A_[—l O}[O—l}{l 1]'
At _ 1 1 et tet 0 —1
T -t oflo et||1 o1
_ et (1+t)e? 0 —1
- e —tet || 1 1

_ [ (1+t)e? te=t ]

—te™t (1 —t)e™?

] . Logo, uma decomposicdo de Jordan para A é

Conclui-se que

Comentario:  Quando se detecta que esta matriz 2 X 2 tem apenas o valor proprio —1,
pode-se concluir que a sua forma candnica de Jordan tem apenas um bloco. Com efeito, se a
forma candnica de Jordan J tivesse dois blocos, seria a matriz diagonal J = —1I, pelo que a
propria matriz A teria que ser

A=8J81=8(-NS'=-85'=-I,
o que é falso. o

(b) Nota-se que a matriz transposta AT é um bloco de Jordan. Como

ATE *2’0 (AT¢)¥ _ *2’0 (AkgNT _ (*f Aktk>T _ (eAt)T 7

k! k! k!

k=0 k=0 k=0

calcula-se

AT . €3t teSt
e - 0 eSt

T 3t
A AT e 0
€ t:(e t) _[te?’t e3t] :

(c) Os valores proprios da matriz sio as solucdes da equacio

e conclui-se que

1— X\ 2 2
0 —1—-X 1]|=0 <« (1=XN(-1-XM)A=0
0 0 —A

<~— A=loul=-1lour=0.

Os vectores proprios associados a 1 sdo os vectores que verificam

0 -2 2 a 0
0 -2 1 b =10 <~ b=c=0.
0 0 -1 c 0
1
Escolhe-se o vector v = | 0 | para base do espago proprio de 1.
0



Os vectores proprios associados a —1 sdo os vectores que verificam

2 -2 2 a 0 b
0 0 1 b [=1]0 = {
0 0 1 c 0 -
1
Escolhe-se o vector v = | 1 | para base do espaco préprio de —1.
0
Os vectores proprios associados a 0 sdo os vectores que verificam
1 -2 2 a 0 =0
0 -1 1 b =10 = {
0 0 0]|c 0 b=e.
[0
Escolhe-se o vector v = | 1 | para base do espago proprio de 0.
1

Assim, uma decomposicdo de Jordan para A é

1 0 1 0 0 1 -1 1
A=10 1 1 0 -1 0 0 1 -1
| 0 0 1 0 0 0 0 0 1
S J S—1
Conclui-se que
[1 1 0 et 0 0 1 -1 1
et = 1011 0 et 0 0 -1
| 0 0 1 0 0 1 0 1
S e g-1
[ et et 0 1 -1 1
= 0 et 1 0 1 -1
| 0 0 1 0 0 1
[ et e t—et et —e?
= 0 et 1—et
| O 0 1

Comentario: Ao encontrar 3 valores préprios diferentes para esta matriz 3 x 3, pode-se con-
cluir logo que ela é diagonalizavel, ou seja, que existe uma base formada por vectores proprios
de A, pois valores préprios diferentes admitem vectores préprios linearmente independentes.

¢

(d) Os valores préprios da matriz sio as solucdes da equacio

2—-A 1
0 3—A
1

1
0=0 <= @2-NB-NE-N+@E-)N)=0
1 )\

4
~— A=30uXN—-6\1+9=0
— A=3,



portanto A tem apenas o valor préprio 3.
Os vectores préprios sdo os vectores que verificam

-1 1 1 a 0
0 0 O b|l=1]0 ~— —a+b+c=0.
1 1 1 c 0

Como ha exactamente uma condicdo linear a que os vectores préprios tém obedecer, o espago
proprio tem dimensdo 3 — 1 = 2. Toma-se os vectores

1 1
v=| 1 e vo=| 0
0 1

para formar uma base do espaco préprio, tendo tido o cuidado de escolher o vector vy perten-

cente ao espaco das colunas da matriz A—31. Calcula-se agora um vector préprio generalizado
w associado a vy:

-1 1 1 a 1
0 0 O b | =v=1|0
-1 1 1 1
A-3T
0
Toma-se, por exemplo, w = | 1
0

Consequentemente, uma decomposicdo de Jordan para A é

1 1 0 3 00 1 0 -1
A=|1 0 1 0 3 1 0 0 1
0 1 0 0 0 3 -1 1 1
s J 51
Conclui-se que
[1 1 0 et 0 0 1 0 -1
eAt = 1 0 1 0 3 tedt 00 1
i 1 0 0 0 e -1 1 1
S eJt S-1
[ e3t e3t  tedt 1 0 -1
= 3 0 e 0 0 1
| 0 e e -11 1
(1 —t)edt te te3t
= 0 e¥ 0




3. Considere a matriz

(a) Calcule et

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial
: —t
U1 Y1 e y1(0) ] [ 0 ]
. =A + com =
Al ] e )-8
Resolucao:

(a) Os valores préprios da matriz s3o as solugées de

—1-A 1
det(A—X) =0 <<~ ’ 1 _1_/\‘—0
— (-1-X%+1=0
—= A=-1=%£1.

Os vectores proprios associados a —1 + i sdo os vectores que verificam

ERNEG R

.. .. . 1
Uma base do espaco proprio de —1 + i € constituida pelo vector v; = { ; } .

Os vectores proprios associados a —1 — i sjo os vectores conjugados dos vectores proprios
associados a —1 +i. (De facto, se A e \ sdo valores préprios complexos conjugados de uma
matriz real A, entdo (A — X)v =0 <= (A — X)v = 0.) Uma base do espaco prdprio de
. . _ 1
—1 — i € constituida pelo vector vo = 7 = [ i } .
Logo, uma decomposicdo de Jordan para A é

; 1 i
-l ol L] ]
) 0 =1l =4 3 o
S J S—1
Conclui-se que
o le e ][]
At _ 2
@ = —1—1 % 7
[ i —i 0 e(=1=i)t 2 i
S eJt S-1
B ezt efzt 1 i
:et{ze” ie”}[% i
2 2

¢ cost sent
—sent cost

Comentario: Apesar do método de resolugdo envolver complexos, a resposta tinha que ser
real, pois a matriz dada € real e a exponencial de uma matriz real € real. &



(b) Em termos de

=20 w=]0] e =% ]

este problema de valor inicial escreve-se

y = Ay +b(t)
y(0) = yo -

A solugdo é dada, por exemplo, pela férmula de variacdo das constantes:

0
y(t) eAtyO—I—/eA(t_s)b(S)dS
0
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4. Resolva o seguinte sistema de equag¢des diferenciais:
D1 = 2y + 2y +t

% = 2y1 +2y2 .

Resolugdo: Este sistema fica mais simples se for traduzido nas incégnitas x1 = y1 — ys € X3 =

y1 + y2. Como
t

Y1 — Y2
Y1 +y2 = 4(y1+ye) tt,

as novas funcées satisfazem

xr, = t
Xy = 4dxo+t.



A solugdo geral da primeira equagao é

onde ¢; € uma constante real arbitraria.
resolve-se como se segue:

Ty = 4wy + ¢

r 1117

t2

$1(t) = 5 +C1

A segunda equacio admite o factor de integracio e~ e
e_4tav'2 — 46_4t$2 = te=*

% (674%2) — tet

e Mayy = /te_‘“ dt + co

t 1
zo(t) = et (—4e4t ~ 16 N cz>
t 1
mo(t) =~ 76 +e2”

onde co é uma constante real arbitrdria. Como y; = %(xl +x9) ey = %(xg — 1), conclui-se que

a solugao geral pedida é

{yl(t) =
y2(t) =

t 1 a2
-3 32+k2€ 1 ki .

onde ky = 5 e ky = % sdo constantes reais arbitrarias. O

Comentario: Em alternativa, poder-se-ia ter aplicado a férmula de variagcdo das constantes ao

sistema original.

5. Considere a seguinte matriz:

&

o

Il
o O =
O =
_— o O

(a) Calcule et

(b) Determine a solugdo do problema de valor inicial

onde h(t) = (0, 2¢!, et).

Resolucao:

y = Ay + h(?)

Y(l) = (17 L, 1)

(a) Tendo em conta que A é uma matriz na forma canédnica de Jordan (com dois blocos de

Jordan): o
et tet 0
eAt=10 e 0
0 0 €



(b) Utilizando a férmula da variagdo das constantes:

y(t)

t
eA(t_l)y(l)—l—/ e h(s)ds

1

t 1 t—s O 0
eA(tl)y(1)+/ =510 1 0f [2e°] ds
L 0 0 1 e’
t—s 0 0
1 0]|e®|2]| ds
0 1 1
t 2t — 2s
ds

Para concluir o cdlculo,

y(?)

eA(t_l)y(l) + et

t—1

resta calcular a primeira parcela:

1 t—1 0] [1 2 —2t+1
= e 1lo 1 o |1]+€e]| 20—2
0o 0 1] [1 t—1
[t (t—1)2
= 71| 4t |2(t 1)
1 t—1
[t +e(t —1)2
= 71| 2e(t—1)
e(t—1)

6. Considere o seguinte problema de valor inicial

y' = Ay + b(t)
y(0) = (0,0,0,0)

10



onde

2 0 00 0
3 -2 00 2
A=1 9 o 12| ¢ PO=|4
0 0 -2 1 0

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea.
(b) Sendo y(t) = (y1(t), y2(t), ys(t), ya(t) ) a solucio do problema ndo homogéneo, de-
termine y2(3).

Resolucao:

(a) Visto a matriz A ser da forma
(4 o0 -2 0 12
A—[O A2} onde Al—{g _2:|eA2—|:_2 1]

temos que

At et 0
€ = 0 eA2t

Aqt

o que facilita bastante os célculos. Comecemos por calcular e tendo em conta que

Ay = —-2] + N, onde

10 0 9
N—[3 0] e N =0,

entdo e 2/t = ¢=2] ¢
1 0
Nt _ _
e —I+tN—[3t J.

Como (—2I)N = N(—2I) entdo:

At ot Nt —o2t |1 0
€ = e e = |:3t 1:| .

Vamos agora calcular e42. Os valores préprios de Ay sdo 1 + 2i e 1 — 2i associados

(respectivamente) aos vectores préprios vi = (1,4) e vo = (1, —%). Sendo assim

Camel [T 1)t+2 0 11 i1
Az = SAST = [z —zH 0 1-2@] 2i [z —1]

e, consequentemente,

t 2it ‘
oAzt — gAtg—1 _ % [1 1.] [e 6_02#] [2 _11} _ [ cos(2t) sen(2t)]

ili —i| |0 i —sen(2t) cos(2t)
Finalmente
e 2t 0 0 0
At et 0 Bte™2 e 0 0
¢ = Agt | = t t
0 e 0 0 et cos(2t)  e'sen(2t)
0 0 —e'sen(2t) el cos(2t)

11



e a solucdo geral da equacgdo vectorial homogénea é dada por

Cc1 Cc1l e 2t

y(t) = A c2| _ 3cite 2t 4 cge 2
3 c3 e cos(2t) + cq e’ sen(2t)
cq —cg e sen(2t) + ¢y €' cos(2t)

com (c1, ¢o,c3,¢4) € RY.

(b) Pela férmula da variagdo das constantes, a solu¢do do problema de valor inicial dado
sera

[ e 0 0 0 0
| Bte? % 0 0 bl 262 ds
N 0 0  efcos(2t) elsen(2t) 0 0

| 0 0 —e'sen(2t) el cos(2t) 0

[ 0

1—e 2

B 0

i 0

Resulta pois que y2(t) = 1 — e~ 2, pelo que:

y2(3) =1-—¢5.
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