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Calculo Diferencial e Integral Il
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Cursos: LEC e LEME

Ficha de Problemas Resolvidos n° 5
Campo de direccoes e Teorema de Picard-Lindelof

1. Para cada uma das seguintes equagdes diferenciais, esboce o campo de direc¢des e trace
os respectivos tipos de solucdes .

@y =12 Oy =@-pE-1),

@©y=yl-9y, (d)y="—,

O que é um campo de direcoes?

Um campo de direcdes da equacdo diferencial

y/ = f(t7y>

é um grafico constituido por segmentos de recta orientados com origem em cada ponto,
(t,y) € R?, onde f estd definida. Cada um desses segmentos de recta deve ser tangente
ao grafico da solugdo da equacdo diferencial no ponto (¢,y); ele é, na verdade, uma re-
presentacao miniaturizada da recta tangente ao grafico da solucdo da equacdo diferencial
que passa no ponto (t,y).

Pode-se tracar um campo de direcbes de qualquer equacdo diferencial da forma ¢y’ =
f(z,y), mas o mesmo sé tem utilidade quando f satisfaz as condi¢des do teorema de
Picard. Em particular, a unicidade de solucdo dos problemas de valor inicial é muito im-
portante porque impede que os graficos de duas solugdes com condigdes iniciais distintas
se intersectem; e isto possibilita o posicionamento relativo desses graficos.

Como tracar um campo de direcoes?

Para tracar um campo de direcGes constroi-se um recticulado, por exemplo,

{(n,m) tn,m € Z}

e calcula-se em todos os seus pontos o valor de f(n,m). Os valores obtidos sdo o declive
da recta tangente ao grafico de y(z) no ponto (n,m). Desenha-se entdo um pequeno
segmento com origem em (n,m) e com declive f(n,m).
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Uma vez tracado o campo de direcoes, podemos usd-lo para esbocar as solucdes da
equacdo diferencial. Se estivermos nas condi¢es do teorema de Picard, a unicidade de
solucdo de qualquer problema de valor inicial garante que duas solugdes com origem em
pontos iniciais distintos nunca se intersectam. Dado que este tracado envolve erros, é a
unicidade de solucao que torna possivel o esboco de solugdes qualitativamente semelhan-
tes as solucoes exactas.

Exemplo

Vamos tracar o campo de dire¢Ges e esbocar algumas solugcdes da equagao diferencial
y=y-=x

Vamos calcular 3 usando alguns valores de (z,y) € {(n,m) €7 —2<nm< 2}.
Assim para x = —2

Para x = —1
-2 1 -1 112
y'|—=1] 0 |1[2]3
Paraxz =0
21 =1101]2
y' | =2 | —=11]0 2
Paraxz =1
-2/ —=110 1|1
" =-3|-2|-110

e paraxr =2
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Figura 1: Campo de direcdes de iy =y — x
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Figura 2: Campo de direcdes de 4/ = y — = e a solugdo que passa em (1, 1)

Resolva os problemas cuja solucao se apresenta de seguida.

Solucao

ty
14 ¢2

@)y =



ty
1+¢2

Figura 3: Campo de direcdes e algumas solucdes de 3y =

Figura 4: Campo de direcdes e algumas solucdes de v/ = (2 —y) (y — 1)

)y =y(1—y°)



2. Mostre que o problema de valor inicial

dy

—= = 2ty*?
dt y
y(0) = 0,

tem infinitas solucdes, e explique porque esse facto ndo contradiz o Teorema de Picard.

Resolucao



Comegamos por notar que a solugdo constante y(t) = 0 é solu¢do do PVI. Por outro lado, se
y(t) # 0 a equagdo pode ser escrita na forma

d £rey’
yiz/gdigt/:Qt PN /y2/3dy:/2tdt+c o 3y1/3:t2+c = y(t):( ;‘C)

Visto termos obtido uma func3o polinomial, verifica-se que estas solucdes s3o de classe C' em
R e também verificam a equagdo diferencial quando ¢ < 0 e y(t) = 0 & t = ++/—c (basta
substituir a solugdo geral obtida na equagdo diferencial). A solugdo que verifica a condi¢do
inicial y(0) =0 é
t6
t) = —

y(t) = 5
pelo que acabdmos de obter uma segunda solugdo do PVI.
Podemos agora utilizar o método de ‘“cortar” e “colar” a solucao geral

2 C3
=CEE e ym=0

e, dessa forma, obter novas solucdes do PVI. Para isso é certamente necessario tomar ¢ tal que
a fung¢do obtida é continua no ponto de “colagem” (que designamos por t1):

7 3
lim< +C) -0 o c=-f
t—ty 3

Assim, para t; > 0, define-se
0 se t <t
m®=9 @ -8y
27

Calculando também as derivadas laterais de y;, no ponto de “colagem” (exercicio) verifica-se
que

se t > 1

fa(t1) = 0= fi(t1)

Desta forma, y;, € diferenciavel em R e verifica a equagdo diferencial para qualquer t € R; note
que foi construida a custa de solucdes da equacdo diferencial, portanto sé faltava verificar que
a satisfazia também no ponto de “colagem”. Além disso, ¥, (0) = 0.

De igual modo, para cada to < 0
(t* —t3)°

Yto (t) = 27
0 se t > sg

se t < sg

é também solucdo do PVI.

Finalmente, o facto de existir uma infinidade de solugdes deve-se a que a fungdo f(t,y) = Qtq%/3
é continua em y > 0, mas n3o é de classe C' em qualquer conjunto que contenha pontos da
forma (¢,0). De facto:

_ +
37y Sy —%Hoo quando y — 0.



3. Para p um nimero real 1 < p < 2 considere

p—1
fty) =plyl» . (ty) eR?

Considere-se o (PVI)
v =fty) . y0)=0

Mostre que o (PVI) admite uma infinidade de solugGes. Explique porque é que isto ndo contradiz
o teorema de Picard.

Resolucao

Uma das solugdes do (PVI) é a solugdo constante y.(t) = 0. Por outro lado, se y(¢) > 0 a
equacado pode ser escrita na forma

1 _p=1dy d 1 41 1
- 2 -1 & 7( Z d)—_l<:> /p——t—l— = t) = (t + p,
py i dt dt /py ray Y c y(t) = ( c)

com ¢ € R. Esta solucio é continuamente diferencidvel e verifica a equacao desde que t+c¢ > 0,
isto é, t > —c.

Por outro lado, se y(t) < 0 entdo |y| = —y, pelo que:
1 _p=1 dy d 1 141
p(y)P g ® - / p(y) rdy

& (-9’ =—t+d & yit)=—-(d—1tP, comdcR.

Esta solucao é continuamente diferencidvel e verifica a equacido desde que d — ¢t > 0, isto &,
t<d.

Podemos definir uma infinidade de solugbes “cortando e colando” os trés tipos de solucoes
acima obtidas. Tomando quaisquer ¢, d < 0, e definindo

—(d—t)P se t<d
Ye,a(t) =0 se d<t<-—c
(t+cP se t>—c
o aluno pode verificar facilmente que y.q(t) é continua e diferencidvel em R. Note que nos
pontos t = d e t = —c deve verificar a igualdade dos limites e derivadas laterais.

Para verificar que n3o ha contradicdo entre estas conclusdes e o Teorema de Picard, note-se
que f é continua em R? e

[£(t9) = £(2,0)] = |plylF

_1
= plyl7 |y—0
N——
4 quando y — 0

(0.¢)



Desta forma, a derivada parcial de f relativamente a y em pontos da forma (¢,0), com ¢t € R
é infinita, pelo que f n3o é de classe C' em qualquer conjunto aberto que contenha o eixo
y=0.

Concluimos ent3do que a continuidade de f implica existéncia de solucdo do PVI, mas o facto
de f n3o ser de classe C'' numa vizinhanca de (0,0) abre a possibilidade de que a unicidade de
solu¢do do PVI possa falhar.

4. Seja z(t) > 0 é uma fungdo real continua tal que

¢
2(t) < C+ k/ z(s)ds, (1)
0
para t > 0, onde C' é k s3o constantes reais positivas. Prove a seguinte desigualdade:
2(t) <CeM, vt >0.

Esta proposicdo é uma versdo simples da conhecida desigualdade de Gronwall, sendo muito
usada na teoria qualitativa das equag¢des diferenciais.

Resolucao

Considere-se a fungdo v definida em [0, +oo[ pelo segundo membro de (1):

v(t) dei C—i—k/otz(s)ds

Note que, por hipétese, 2(t) < v(t). Pelo teorema fundamental do calculo, v é de classe C! e
a sua derivada é dada por:

V() = kz(t) < kv(t) Vt>0.

Esta desigualdade é equivalente a:

) —ko(t) <0 o e M) —keFu(t) <0 o %(e‘ktv(t)) <0,
Isto significa que a funcdo ektv(t) é decrescente em [0, co[; em particular, para qualquer ¢ > 0,
e Fay(t) < v(0) = C.
Conclui-se ent3o que v(t) < Ce*, pelo que:

2(t) < v(t) = Cet para qualquer ¢ > 0.

5. Dados dois nimeros reais, by e by, arbitrdrios, considere os problemas de valor inicial

y/ = f(t7y)7 y(O) = bo
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y'=fty),  y0)="b
e as respectivas solucdes:
yo(t) e y1(t).

Suponha também que f é de classe C'! em R? e % é limitada em R2.
Determine uma fun¢do ¢(t) tal que

|y1(t) = yo(t)] < b1 — bo|(t) (2)
para todo o t > 0. Esta proposicdo mostra a dependéncia continua das solugdes do PVI da
condic¢3o inicial.
Sugestdo: Utilize a desigualdade de Gronwall (veja o problema anterior).

Resolucao:

Dado que yo(t) é solugdo do primeiro PVI entdo

Yo(t) = bo + /Ot f(s,y0(s)) ds

e analogamente, sendo y; (t) solugdo do segundo PVI,

y1(t) = b1 + /0 f(s,y1(s)) ds

by +/0 f(s,y1(s)) ds — bo — /0 f(s,20(s)) ds

ly1(t) — wo(t)| =

t
< P =tol+ [ 173n(6) ~ 70060 ds

Visto ‘%) < K em R?, para certo K > 0, entdo pelo teorema de Lagrange existe ¢ = c(s) (no
intervalo de extremos y1(s) e yo(s)) tal que:

w@m@»—ﬂam@ﬂzﬁjm»

|y1(5) = yo(s)| < K |y1(s) — yo(s)]| (3)

A desigualdade (3) designa-se por condigdo de Lipshitz relativa a y; K diz-se a constante
de Lipshitz de f. Desta forma,

!m@%@léwlbd+KA\m@M@ﬂ%

onde K é a constante de Lipschitz de f. Aplicando a desigualdade de Gronwall com C =
‘bl — bo’ >0e Z(t) = ‘yl(t) — yo(t)} > 0:

[y1(t) = yo ()] < [b1 — bole™.

Podemos assim tomar ¢(t) & Kt em (2).



