TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral Il

1° Semestre 2026/2027
Curso: LEC e LEME

Ficha de Problemas Resolvidos n° 1
Superficies e Integrais de Superficie

1. Determine se os pontos P(7,10,4) e Q(5,22,5) pertencem a superficie dada por
r(u,v) = 2u+3v,1+5u —v,2 4+ u+v).
Resolucao:
Para mostrar se um ponto Py pertence a superficie ha que determinar (se existir) um par

(up,vo) para o qual Py = r(ug,vp). Assim para verificar se o ponto P(7,10,4) pertence a
superficie ha que resolver

2u+3v="7 u=2
r(u,v) = (7,10,4) < l1+5u—v=10 <& v=1
24+u+v=4 5=4

que é claramente um sistema impossivel. Conclui-se que o ponto P nao pertence a superficie.

Analogamente, para verificar se o ponto () pertence a superficie, ha que resolver o sistema

2u+3v=2>5 u=4
r(u,v) = (5,22,5) < l+bu—v=22 & v=-1
24ut+v=>5 =5

Tem-se entdo que (4, —1) = (5,22,5); conclui-se que o ponto ) pertence a superficie.

2. Determine uma representacdo paramétrica para as superficies definidas como se segue.

(a) A superficie definida por z +2y + 32z =4, z, y e z € R.

(b) O plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os vectores (1,1,—1) e (1,—1,1).
(c) A esfera de centro na origem e de raio 4.

(d) A superficie S caracterizada por 2 +y2 + 22 = 16 e 2 > 0. (Apresente duas parame-

trizagBes distintas desta superficie .S).

(e) A superficie z = 4 — 32 cortada pelos planos x =0, z =2 e z = 0.

g) A superficie esférica 2% +y? + 22 = 3 situada entre os planos z = v/3/2 e z = —/3/2.

(
(h

)

(f) A face do cilindro (z — 2)2 + 22 = 4 entre os planos y =0 e y = 3.
)
)

A superficie de revolugdo, obtida por uma rotacdo de um angulo de 27 radianos em
torno do eixo Oy, da curva ~y parametrizada por

r(t) = (f(t),9(t),0) , telab]
onde f(t) > 0 para qualquer ¢ € [a, b].



Resolucao:

(a) Trata-se do plano de equagdo = + 2y + 3z = 4. Dado que x = 4 — 2y — 3z (ou seja,
os pontos da superficie sdo o grifico de uma fungdo = = ¢(y,2)) tomamos y e z como
parametros e consideramos

r=4—2u—3v
y=u , (u,v) € R?
z=wv

como uma parametrizacdo da superficie S. Também podemos considerar como parame-
trizagoes de S as funcdes vectoriais

i
y=34=u=3v o (y,v) € R?
2

=

y=v , (u,v) € R?
4—u—2v

o 3

onde consideramos = e y como parametros.

Outra parametrizacdo surge naturalmente da equagdo vectorial de um plano. Atendendo
aos vectores directores do plano, os quais podem ser facilmente obtidos a partir de trés
pontos do plano que n3o sejam colineares, é possivel obter a equagdo vectorial do plano.
De facto, consideremos os seguintes pontos do plano z + 2y + 3z =4

A(-1,1,1) , B(@B3,-1,1) e C(—4,1,2)
a que correspondem os vectores directores do plano
AB=B—A=(4,-2,0) ¢ AC=C—A=(-3,0,1)
O plano x + 2y + 3z = 4 tem ent3o por equagdo vectorial
(:L',y,z):A—i-tﬁ—i—sﬁ , t,seR

ou seja
(x,y,2) =(—1,1,1) + t(4,-2,0) + s(—3,0,1) , t,seR.

Daqui resultam as equagdes paramétricas:

T =—1+4t — 3s
y=1-2¢t (t,s) € R%
z=1+s

(b) A equag3o vectorial do plano é dada por

(z,y,2) = (1,2,-3) + u(1,1,-1) + v(1,-1,1)



com u e v € R. Tem-se entdo que

z=1+u+wv
y=24+u—v
z=-3—-u+v
e, como tal, uma parametrizacio sera
r(u,v) =14+u+v,24u—v,-3—u+v) , uveR

(c) Trata-se da superficie S definida pela condicdo z24y>+2? = 16. Utilizando coordenadas
esféricas,
x = pcosfsenp

y = psenfsen (1)
2z = pcosp
com 6 € ]0,27[ e ¢ € )0, 7[, v&-se que S é constituida por todos os pontos dados por (1)
tais que p = 4; ou seja,
x = 4 cosfsenp
y = 4senfsen
z =4cosyp
com (0, ) € T =]0, 2w [x]0, w[. Assim sendo, a parametrizacdo pretendida é:
9(0, ) = (4cosBsenp,4senfsenp, 4cos ) para (0,¢) € T.
(d) Trata-se do hemisfério norte (a "metade superior’) da superficie esférica de centro

na origem, (0,0,0), e raio 4. Como na alinea anterior, podemos considerar para S uma
parametriza¢do baseada nas coordenadas esféricas (1)

x = 4 cosfsenp
y = 4senfsen

z =4cosyp

onde 6 € 0,27 mas ¢ € ]0,%[ (que nos dd os angulos ¢ correspondentes apenas aos
pontos do hemisfério norte da esfera).

Pode-se obter uma outra parametrizacao resolvendo a equacdo da esfera em ordem a z:
z =416 — 22 — y2.

Como z > 0 (hemisfério norte), a solugdo que nos interessa é a que corresponde ao sinal
positivo. A projeccdo da esfera no plano xy é o disco

B= {(:c.y) eR?:22 442 < 16},

pelo que a parametrizacdo é

2 =4/16 — 22 — 92



para (z,y) € B, ou seja
g(x,y):(az,y,v16—x2—y2), (ﬁvy)EB

(e) A superficie obtém-se por translacio da pardbola z = 4 —y? segundo a direccdo do eixo
dos z (faga uma figura). E entdo conveniente usar x como um dos pardmetros. Dado que
z =1 — 12, tomamos também y como parametro. Assim sendo,

T =1u
y=v
2=4—2

onde 0 < z < 2 implica que 0 < u < 2. Por outro lado, sendo S cortada pelo plano z =0
entio 2 >0 & 4—9y?> >0 < —2 < v < 2. Obteve-se assim a parametrizacio

r(u,v):(u,v,4—v2) , O<u<?2, —2<v<2.

(f) Tratando-se de uma superficie cilindrica com eixo na recta (z,y,2) = (2,t,0), t € R, é
de todo conveniente usar as coordenadas cilindricas:

x =2+ pcost
y=t

z = psen 6

=24+ 2cosb
y=t

z = 2senf

e uma parametrizacao serd
r(t,0) = (24+2cosf,t,2senf) , 0<t<3, 0<6<2m.

(g) Neste exercicio é conveniente usar coordenadas esféricas. Assim, escolhendo os dngulos
dessas coordenadas para parametros, vamos ter

T = \/gsengocosﬁ
y = v/3sen ¢ cos
7= \/gcosw

ou seja, a parametrizacdo dada por:
r(6,p) = <\/§sencpcosﬂ,\/§seng0cosﬁ,\f?moscp)

Sabemos que a esfera foi cortada pelos planos horizontais z = \/5/2 ez= —\/3/2, o que
ndo restringe #; como tal, 6 € ]0,2xw[. Por outro lado, como qualquer ponto da superficie
tem coordenada z no intervalo | —v/3/2,/3/2], temos que

1 1 1 1 2
—3<cosp <3 <& arccosy; << m—arccosy; & 5 <p< T



Resulta entdo que € | %, 27|

(h) Cada um dos pontos de y(t) = (f(t),g(t)) descreve uma circunferéncia centrada num
ponto do eixo Oy, e contida no plano y = g(t) (que é paralelo ao plano coordenado zz);
nesta rota¢do, a coordenada y permanece com o valor g(t), enquanto (z, z) descreve uma
circunferéncia de raio f(t) centrada no ponto (0, g(¢),0). Deste modo, obtém-se a superficie
de revolucdo parametrizada por

r(t,0) = <f(t)cos€, g(t), f(t)sene)

paraa<t<bel <0 <2r.

. ldentifique a superficie parametrizada por:

(a) r(u,v) = (vcosu,vsenu,v), 0 <u<2r el <wv<h,ondeh >0 éum real dado.
(b) r(u,v) =(Lu,v), 0<u<1l 0<wv<l.
(c) r(u,v) = (u,v,u? 4+ v?) com (u,v) € D = {(u,v) € R? : u? +v? < 1}.

Resolucao:

(a) Como se V&, a superficie estd parametrizada a custa de coordenadas cilindricas. Tomando
isso em consideracdo, pode-se eliminar os parametros u e v como se segue:

x2+y2:v2 e z=v < z2zx2+y2

A superficie é pois uma parte do cone com vértice no origem, geratriz z = x e eixo de
simetria coincidente com o eixo dos z. Olhando agora para o dominio dos pardmetros
observa-se que z = v é positivo e menor que h; assim, a superficie é a face lateral do cone

dada por z = /22 + 42, com 0 < 2 < h.

(b) Trata de uma por¢do de um plano, dado que a parametrizagdo é uma transformagio
linear. Ora y = u e z = v significam que y e z podem tomar quaisquer valores nos intervalos
indicados. Assim, a equacao cartesiana da superficie é

r=1

com(<y<lel<z<l.

(c) Conforme se constata por eliminagdo dos parametros u = = e v = y, a fungdo r(u,v)
parametriza o paraboldide de equacao

z=a2+y% com z2+y?<1

equivalente a
z:x2—|—y2 com 0L z<1.

O dominio D = {(z,y) : 2* + y?> < 1} corresponde a projeccdo da superficie cénica
22=224+9y?>e0< 2z <1 no plano zy.



4. Determine a expressdo geral do vector normal unitario a superficie .S definida por:

(a) x4 2y + 3z = 4, com orientagdo para cima.

(b) z =9 — 22 — y%, com orientac3o para baixo.

Resolucao:

(a) Dada a parametrizagdo r(u,v) = (4 — 2u — 3v,u,v), para (u,v) € R?, apresentada no
Exercicio 2(a), temos

or aor
—=(-2,1,00 , —=(-3,0,1
5 = ) 5y = )
Como tal, a expressdo geral dum vector normal a S é

€1 €2 €3
Nz:?)rxgrz 2 1 0 |=(1,23)
v ov -3 0 1

Dado que a superficie S é orientada para cima, consideramos este vector e n3o o seu
simétrico —N. A expressdo geral do vector normal unitdrio a S é

N |
v = IIT_Vm_\/ﬁ(m,?,)

De outra forma (bastante mais simpes, por sinal), dado que a superficie é da forma
F(z,y,z) =4

com F(z,y,z) = x + 2y + 3z, trata-se de uma curva de nivel de F' e assim um vector
normal pode ser dado por

OF OF OF
ﬁ = VF(x,y,Z) = (ar,ay,az) = (1,273)

(b) Trata-se do paraboldide de equacdo z = 9 — 22 — y? . Uma parametrizacio de S é

r(u,v) = (u,v,9—u2—v2) , (u,v)eD

em que D = {(u,v) € R? : u? + 0% = 9} (dado que a interseccio de z = 9 — x2 — 32
com z = 0 é a circunferéncia de equacio 22 + 3> = 9). Assim, a expressdo geral do vector

normal é
€1 €2 €3

ﬁ:?x?: 1 0 —2u|=(2u,2v,1)
“O o1~

Dado que se pretende a superficie S orientada para baixo, ha que considerar o vector
—N = (—2u, —2v,—1) que "aponta para baixo". O vector normal unitdrio é

_ N _ 1
TN Vita? + a2

(—2u, —2v, —1)



Mais uma vez, a superficie é da forma
F(z,y,2)=9

com F(x,y,2) = 22 +y* + z, trata-se de uma curva de nivel de F' e assim o vector normal

é dado por
OF OF OF
ﬁ = VF(QU,y,Z) = <8x’ aiy, 82) = (2./17, 2y, ].)

. Determine uma equag¢&o do plano tangente a superficie parametrizada por r(u,v) no ponto
especificado.

(a) g(u,v) = (u?,2usenv,ucosv), (uo,v0) = (1,0).
(b) g(u,v) = (u —v,u? + v%, uv), no ponto r(1,1).
(c) g(u,v) = (u,v,u? +v?), no ponto r(1,1)

Resolucao:

(a) Temos que
g(u,v) = (u2,2usenv,ucos v)
pelo que
z(u,v) = u?
y(u,v) = 2usenv
z(u,v) = ucosv

Primeiro, vamos calcular os vectores tangentes:

0
Ju = 87z = (2u, 2senwv, cosv)
) 0
Gy = 875 = (0,2ucosv, —usenv)

Assim, um vector normal ao plano tangente é:

€1 €2 €3
Gu X gy =1 2u 2senv COS v = (—2u sen
0 2ucosv —usenv

20 — 2ucos? v, 2u2 sen v, 4u? cos v)

e no ponto dado u = 1 e v = 0 temos que este vector normal é (—2,0,4). Portanto, uma
equacdo do plano tangente no ponto ¢g(1,0) = (1,0,1) é
—2-(z—-1)4+0-(y—0)+4-(2—1)=0 & z—-224+1=0

Doutra forma, eliminando os parametros, temos que a superficie é dada por



ou seja, a superficie é definida pela equacdo
F(z,y,2) =0

2 ;- s .
com F(x,y,2) =z — % — 22, trata-se de uma superficie de nivel de F' e assim um vector

normal é dado por

B _ (OF OF OF\ Yy
ﬁ(%y, Z) - VF(xuya Z) - (ax)ay7az> - (17 27 22)

Assim uma equagdo do plano tangente a S no ponto ¢g(1,0) = (1,0,1) é dada por
N(L,0,1)-(z-1,45,2—1)=0 o (1,0,-2)-(z—1,5,2—1)=0
obtendo-se assim (o mesmo resultado)
(z—-1)—-2(2—-1)=0 & z-22+1=0.

(b) Temos que
g(u,v) = (u —v,u?+ U2,U’U)

pelo que

Primeiro, vamos calcular vectores tangentes:

9y
Gu= 5, = (1,2u,v)
) 0
g
Gv = 9 = (-1,2v,u)
Assim, um vector normal ao plano tangente é:
€1 €9 €3
ryXTy=1| 1 2u v |= (2u2 —21}2,—u—v,2u+2v)

-1 2v wu

e no ponto dado (u,v) = (1,1) temos que um vector normal é (0, —2,4). Portanto, uma
equacdo do plano tangente ao ponto r(1,1) = (0,2,1) é

0-(x—0)—-2-(y—2)+4-(z—1)=0 & y—22=0

Neste caso, ¢ dificil obter a representacdo como conjunto de nivel 0, pois da algum trabalho
eliminar os pardmetros em g(u, v); portanto, é aconselhdvel esta forma de fazer o exercicio.
(c) Sendo que
D 2
g(U,U) = (’LL,U,’LL +v )7



ou seja,
z(u,v) =u
y(u,v) =v
z(u,v) = u? + v?

Os vectores tangentes s3o:

0
Gu = 875 = (1,0,2U>,
g
gv = % = (0,1,21)).
Assim, um vector normal ao plano tangente é:
€] ey €3
GuXgp=1]1 0 2u|=(-2u,—2v,1)
0 1 2w

No ponto dado, (u,v) = (1,1), um vector normal é (—2,—2,1). Portanto, uma equagido
do plano tangente ao ponto g(1,1) = (1,1,2) é

—2-(z-1)-2(y—1)+(z2—-2)=0 & 2x+4+2y—2z=2.
Se preferir, a equacdo vectorial deste plano tangente é:
(z,y,2) = (1,1,2) + s(1,0,2) + ¢(0, 1, 2)
com t, s € R. Doutra forma, eliminando os pardmetros, temos que a superficie é dada por
2=z +y? & F(z,y,2)=0

com F(x,y,z) = 2+ y2 — z; trata-se de uma curva de nivel 0 de F' e, assim, um vector
normal é dado por

OF OF OF

Assim, uma equagdo do plano tangente a S no ponto ¢g(1,0) = (1,1,2) é dada por
ﬁ(l,l,Z) (z—-1l,y—1,2—-2)=0 < (2,2,-1)-(z—-1,y—1,2—2)=0
obtendo-se assim

2z-1)+2(y—-1)—-(2—-2)=0 & 2x+2y—z=2



6. Calcule o integral de superficie de f(x,y,2) = /22 +y?>+1/4, sendo S a por¢do do
paraboldide z = 9 — 22 — 42 acima do plano zOy.

Resolucao:

Comegemos por parametrizar a superficie. Dado que a intersecdo do paraboldide com o
plano z = 0 é 22 + y? = 9, consideraremos a parametrizacio

r =X
gz, y) =49 y=y

2=9—12 —¢?

em que T = {(z,y) € R? : 22 + y? < 9}. Sendo assim

J[ fawzas - //Tm,w;ggxgg”dxdy

= // Va2 +y? +1/4 || (2, 2y, 1) ||dedy
T

— // Va2 +y2 +1/4/(22)2 + (29)2 + Ldaxdy
P

= // 222 + y2 + 1/4 /22 + 42 + 1/4 dxdy
T

= 2// (m2—|—y2+%)dxdy
T

Usando coordenadas polares neste (ltimo integral em 7' C R?

x = pcosb
y = psenf

emque 0 <p<3el<b<2m,

27 3 3 171
//Sde 2/0 /O(p +4)pdpd9 47T<4—|—8>0 277

7. Determine a area da superficie dada por

(a) A parte inferior da esfera 2 + y? + 2% = 2 cortada pelo cone z = /22 + y2
(b) A superficie S = {(z,y,2) € R?: 2 = 2% + 9%, 2 < 1}.

(c) A fronteira do sélido limitado pelas superficies z = 1, z = 4, a:2+y2 =lez= :c2+y2.

Resolucao:

10



(a) Sejam
T = rsen¢ cosf
Yy = rsen ¢ sen
Z=TCcos¢

Note-se que na esfera r = \/m = /2. A interseccio da esfera com o cone é:
P2yt 422=2 e z2=224+1y2 => 2+22=2 & 2=1 & z=1,
pois z > 0. Logo, se z < 1,
1>V2cos¢ < ¢>m/4

Para a parte da esfera que estd abaixo do cone, temos pois que § < ¢ < 7. Assim sendo,

9(9,0) = (\ﬁsen ¢ cos0,\/2sen psen 0, V2 cos @)

com£§¢§we0§0§27r. Desta forma
gi = (V2 cos ¢ cos 0, V2 cos psen f, —v/2sen ¢)
© %)
8—2 = (—V/2sen ¢sen d, V2 sen ¢ cos 8, 0)
Logo,
€1 €2 €3
gg gz — V2cospcos \/2cospsend —v/2sen ¢

—\/Qsen¢sen0 \/QsengzﬁcosO 0
= (2sen? pcosh,2sen’ psend,2sen ¢ cos P)

Disso resulta que

wa 8«9H V/4sent ¢ cos? 0 + 4sent ¢psen? 6 + 4sen? ¢ cos? ¢ = 2| sen ¢| = 2sen ¢

(pois 7 < ¢ < m). Assim,

Voly(S) = H dA

a¢ 90

2 s
= / / 2sen ¢ dopdf = 27r(2+xf2)
o Jz

(b) A superficie S é uma porcdo do paraboléide de equacdo z = x? + y? . Uma parame-
trizagdo de S é (ver exercicio 5(c)), é

g(u,v) = (u,v, u? + 112)

11



com D = {u? +v2 <1} e
dg 0Og

0= Do = (—2u,—2v,1)

A drea de superficie pedida é

VOZQ(S):// I(=2u, —2v,l)de:// V1T 40 + 402 du dv
S D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, podemos usar coordenadas
polares (x = p cosf e y = psenf) pelo que

Voly(S /%/ V1+4p?pdpdb —L

(c) O sélido é a parte interior ao paraboldide z = x2 + y? e exterior & superficie cilindrica
22 + y?> = 1 compreendida entre os planos horizontais z = 1 e z = 4. O seu topo, que
designamos por ST, é a coroa circular

l<a®+y2 <4 contida no plano z = 4;

a superficie (lateral) interior, Sy, é a face do cilindro dada por 22 + y? = 1 e a superficie
(lateral) exterior, Sy, é o paraboldide z = x2 + y2, ambas entre os planos z =1 e z = 3.
Intersectando tanto o paraboldide como o cilindro com o plano z = 1 obtém-se a mesma
curva: z241y% =1, z = 1. Assim, a base do sélido é uma curva que, como tal, nio contribui
para o valor da drea. Assim sendo, e executando desde ji o cilculo (elementar!) das areas
de ST e Sli

VOlQ(S) = VOZQ(ST) aF VOlg(S1) T VOZQ(SQ)
= (m-22=7-1%) + (27-1)-3 + Vola(Ss)
= 91 + Vola(S2)

Quanto a drea de Sy sabemos que

V0l2 52 // dS
Sy

Para calcular o integral, vamos comecgar por parametrizar a superficie. Em coordenadas
cartesianas

9(x,y) = (z,9,2> + %)
onde g: T — S, com T = {(z,y) € R? : 1 < 2 + y* < 2}. Assim:

VOlg(SQ) = dx dy

— / Vazr? +4y? + 1 dz dy
T

12



Mudando para coordenadas polares,

21
Vola(Se) = / / (4r? +1)"?r dr do

- gty ) - ()

Finalmente -
Vola(S) = 9r+% (173/2 - 53/2)

. Seja f : K — R de classe C'!' no compacto K C R? com fronteira de contetido nulo e
interior ndo-vazio. Mostre que a area da superficie z = f(x,y), para (z,y) € K, é dada

pela férmula
A= fo e ) (3)

Aproveite o resultado para determinar a drea da porcao do paraboloide hiperbdlico z =

y? — 2% que estd entre os cilindros 22 + y?> =1 e 22 + ¢y = 4.

Resolucao:

Uma parametriza¢do da superficie, que designamos por S, é g : K — S dada por

g($,y) = (.le, Y, f(.CC, y))

A drea de S é, pois, dada por

dS dudv
Temos assim que
dg af dg of
T _ (1.0 2L I _ 1. 2L
ou ( 0, 83:) T Ov (0’ " Oy
e
€] ey €3
dg 89 1 o0 o |_— of of .
9z | =\ T30 a0t
8u N ox’ Oy
0o 1 ¥

9y

= [ )+ () ae

que é a férmula pretendida.

Desta forma

Vamos aplicar esta férmula ao calculo pedido. Temos que

2= f(z,y) =y° - 2°

13



com D = {(z,y) : 1 <z +y? < 4}. Entdo:

A= o () (8) deas
_ // I+ 42 142 do dy.
D

Usando coordenadas polares temos que

xr=rcosf , y=rsend

peloque 0 <A <2rel<r <2 Entio
2 2 2
A = / / V1+4r2rdrdd = 27r/ V1+4r2rdr
0 1 1

Fazendo a mudanca de varidvel u = 1 + 4r% (o que implica 5 <u < 17 e % = 8r. Entdo

27r‘/r

7
_ 1/2 _ T 3/2 _ £3/2
4=2 - du 6(17 5 )

. Considere a superficie
S={(z,y,2) ER® : y=a?+22; 1<y<4}.

Sabendo que S tem densidade de massa dada por a(z,y, z) = /1 + 4(x? + 22) calcule a
massa total de S.

Resolucao:

A massa de S é dada pelo integral
M(S) = / adsS.
&

Considerando a parametrizacao
g(p,0) = (pcosh, p?,psenf) , 0<BO<2r , 1<p<?2

tem-se que

dg Og
— x — || = 1+ 4p2.
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Desta forma
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M(S) = / / a(g(p,0)) Ha X %H dpdf = 27T/ (1+4p°) pdp = 33m.
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