Capitulo 3

Equacoes diferenciais
ordinarias lineares
de 1% ordem

3.1 Introducgao

Ao estudar equacOes ordindrias escalares no capitulo 1 observou-se que as
equacoes que se podem resolver em termos de fungoes elementares sao muito
especiais. Ha, no entanto, uma importante classe de equacdes ordindrias
para as quais existe uma teoria quantitativa satisfatoria em forma definitiva:
as equacgoes diferenciais lineares.

Em geral, diz-se que uma equacao é linear se é equivalente a uma equagcao
do tipo Tx = b, onde T é uma transformacao linear. Como se considera
que as solugoes de equacoes diferenciais ordindrias de 1* ordem sao funcgoes
C' num intervalo J, as equacdes diferenciais lineares de 1* ordem sdo as
da forma geral anterior em que 7" é uma transformacao linear definida em
C*(J) e com valores em C°(J). No capitulo 1 ja se considerou o caso de
equacoes diferenciais lineares escalares de 1* ordem. Portanto, diz-se que
uma equagao diferencial ordinédria de 1* ordem y = f(¢,y), com t € J C
R e y(t) € R" (ou y(t) € C"), é uma equagao diferencial linear se ¢é
equivalente a uma equagdo da forma T'y = h, onde T : C1(J) — C°(J) é
uma transformacao linear e h€ C?(.J). Como a funcio y +—y de C''(J) em
CY(J) é linear, conclui-se que y = f(¢,y) é uma equacio diferencial linear
se e s se f(t,y) = g(t,y) + h(t), h é uma fungao continua em J e a funcao
y — g(t,y) é linear em R" (ou C"), para cada t fixo.

Atendendo a que as transformacoes lineares podem ser representadas por
matrizes em relagao a uma base do espaco, tomando a base candnica de R"
(ou C™) conclui-se que as equagoes diferenciais ordinérias lineares sao da
forma y = A(t)y +h(t), onde A e h sao funcoes de varidvel real que tém
como valores matrizes n x n de componentes reais (ou complexas) e vectores
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de R™ (ou C"), respectivamente. Diz-se que a equagao tem coeficientes
constantes se A(t) é uma matriz constante.

A importancia das equacoes diferenciais ordinarias lineares resulta de
trés aspectos:

e 530 a Unica grande classe de equacoes diferenciais ordinarias para que
existe uma teoria quantitativa satisfatoria;

e como as equagoes lineares sao geralmente mais simples de analisar do
que as nao lineares, é conveniente adoptar modelos lineares em aplica-
¢oes sempre que possivel, em particular em situacoes de projecto em
Engenharia onde haja a possibilidade de realizar o objectivo preten-
dido com sistemas lineares;

e uma das técnicas mais simples para andlise de equagoes nao lineares
localmente em torno de solugoes especificas é a linearizacao da equa-
¢ao ao longo dessas solucoes, obtendo-se um sistema linear que, local-
mente, pode constituir uma boa aproximacao do sistema nao linear
considerado se forem satisfeitas condigoes apropriadas.

O estudo de equagoes diferenciais lineares baseia-se em métodos gerais
de Algebra Linear. Sao propriedades gerais das equacoes lineares nao ho-
mogéneas T'x=>b que todas as solugoes se obtém adicionando a uma solugao
particular da equagao nao homogénea todas as solugoes da equacao homogé-
nea associada, Tx =0, e que as solugoes de uma equagao homogénea linear
formam um espaco linear. Em particular, é valido o principio da sobre-
posicao para solugoes de equacoes lineares homogéneas: a soma de solugoes
¢ uma solugao e miltiplos de solucoes sao solucoes. Se o espaco das solu-
¢oes da equacao homogénea tem dimensao finita, entdao todas as solugoes
desta equacao sao combinacoes lineares de um conjunto finito de solugoes
que forma uma base do espaco.

De forma a facilitar a leitura, estes e outros aspectos gerais da Algebra
Linear que podem nao ter sido tratados numa disciplina elementar nesse
tépico sao referidos no apéndice E.

3.2 Equacoes com coeficientes constantes

Consideram-se nesta seccao equacoes da forma

)

|y = Ay +h()

onde A é uma matriz n x n de componentes reais (ou complexas) e h é uma
funcgao definida num intervalo J € R com valores em R™ (ou C"). Sabe-se da
Algebra Linear (ver apéndice E) que a solugao geral de uma equagao linear
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pode ser obtida adicionando a uma solucao particular da equacao a solucao
geral da equacao diferencial linear homogénea correspondente, neste caso

y = Ay.

Portanto, tratam-se separadamente estas duas questoes: primeiro o calculo
da solucao geral de equagoes homogéneas e depois o calculo de uma solucao
particular de equacdes nao homogéneas.

As solucoes de equagoes lineares homogéneas de coeficientes constantes
podem ser expressas em termos de exponenciais de matrizes. Uma maneira
de definir exponenciais de matrizes é pela generalizacao da férmula que da
a exponencial de niimeros reais por uma série de poténcias e* =3 _>° af JEL
Assim, a exponencial da matriz A nxn de componentes reais (ou com-
plexas) ¢ a matriz nxn definida por e =>"72 , A*/k!. E 6bvio que se 0 é
a matriz nula nxn, entdo ¥ =1 é a matriz identidade n xn. Para estudar
outras propriedades de exponenciais de matrizes é necessario comegar por
esclarecer alguns aspectos relativos a séries de matrizes.

Dada uma sucessao {Cj} de matrizes m xn com Cj = [(c);s], diz-se
que Y 72, Ck é uma série de matrizes convergente se cada uma das
séries numéricas »_p~ (cx)js correspondentes a uma mesma componente-js
da matriz é convergente e, entdao, a soma da série de matrizes ¢ a matriz
mxn cuja componente-js ¢ a soma da séria numérica anterior. Se A = [a;s] é
uma matriz mxn de componentes reais ou complexas, considera-se a norma
da matriz A definida por [[A[[=3_,  [a;s|-

(3.1) Proposicao: Se A, B sdao matrizes de componentes reais (ou com-
plezas) e ¢ € um escalar real (ou complexo) entdo:
1. ||A]|=0 se e sd se A=0;
2. |lcAll=lel | All ;
3. | A+ Bl < Al +IBIl ;
4. [IAB|| < [ Al B]| -
Dem. Deixa-se como exercicio. Q.E.D.

(3.2) Proposigao: Se {Cy} € uma sucessio de matrizes mxn de com-
. s . s . o0

ponentes reais (ou complexas) tal que a série numérica Y, ||Ck| con-

verge, entao a série de matrizes Y -, Ci também converge.
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Dem. Se C,=|(ck)js), entdo |(cg)js| < ||Ck||. Como a série numérica "~ ||C|
é convergente, também as séries numéricas - (¢x);s sdo absolutamente
convergentes e, portanto, a série de matrizes y -, Cj, converge. Q.E.D.

Resulta das duas ultimas proposicoes que a série que define a exponencial

e é convergente qualquer que seja a matriz quadrada A.

(3.3) Proposicao: Se A é uma matriz quadrada de componentes reais

ou complezas), entio a série em et = 3 2° A /k! é convergente e
k=0
HeAH < ellAll

Dem. A Proposigao (B.I)) implica HAk/kz'H < ||A||* /k!. Como se verifica
Yoo | A|lF /k! = el 4l concluiu-se que >onco |A* /K| converge. A Propo-
sicao ([B.2]) garante que também > 77 A¥ k! converge. E claro que HeAH =
15350 AR /K| < 3222 || 4% /1| = el Q.E.D.

A continuidade, as derivadas e os integrais de fun¢oes matriciais de varia-
vel real definem-se, respectivamente, pela continuidade, derivadas e integrais
de cada uma das componentes das matrizes. Mais precisamente, se P é uma
funcao definida num conjunto de nimeros reais cujos valores sao matrizes
m X n de componentes reais (ou complexas), P(t) = [pjs(t)], diz-se que P é
continua num ponto ¢ se todas as componentes p;s sao continuas em ¢; diz-
se que P ¢ diferencidvel em t se todas as componentes p;, sao diferencidveis
em t e define-se a derivada de P como sendo a matriz cujas componentes
sao as derivadas das componentes correspondentes de P, isto é, P= Djs(t)];
diz-se que P ¢ integravel num intervalo J C R se todas as suas componentes
Djs sao integraveis nesse intervalo e define-se o integral de P em J como
sendo a matriz cujas componentes sao os integrais em J das componentes
correspondentes de P, isto é, fJ P= [fJ pjs].

Para obter a solucao geral da equacao diferencial vectorial y = Ay,
onde A é uma matriz nxn, em termos de exponenciais de matrizes, convém
considerar primeiro a equacio diferencial matricial Y =AY, onde Y é uma
funcao de variavel real cujos valores sao matrizes nxn de componentes reais
(ou complexas).

(3.4) Teorema: Seja A uma matriz n xn de componentes reais (ou
complezas). Entio a fungdo matricial definida em R por E(t) = et
satisfaz os problemas de valor inicial para equacdes matriciais

Y=AY, Y(0)=I, Y=YA, Y(0)=I.
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Dem. Seja E(t)=e? e [(cy);s] = A*. Entao

LS (ADF X Ak
-3 G -S4
k=0 k=0

A componente-js de E(t) é >3 (cx)js t*/k!. Esta é uma série de poténcias
em t convergente em todo t€R cuja derivada em ordem a t existe e é dada
pela série obtida derivando-a termo a termo,

co ktk—l co tk
> (er)ss = > (era)ss R
k=0 k=0
Logo
. OO AkJrltk e Aktk
Et)=>" o :AZT = AE(t),
k=0 k=0

pelo que E satisfaz a primeira equacao diferencial matricial no enunciado.
Obviamente E(0) = I. Como também

B(t) = f: Ak];ltk _ (i ﬁ) A=EMnA,
k=0

a funcao F também satisfaz o segundo problema de valor inicial.  Q.E.D.

Para resolver um problema de valor inicial para a equacao diferencial
homogénea convém saber calcular inversas de exponenciais de matrizes.

(3.5) Proposicao: Se A é uma matriz nxn de componentes reais (ou

~ .. , -1 _
complexas), entao e € invertivel e (eA) —e 4,

Dem. Como
(eAte—At)’ _ (eAt)’e—At + At (e—At)’ — Mt hemAt 4 eAt(—A) e At =0,

eAte=At ¢ constante e igual a €% 40=]. Com t=1 obtém-se ete 4 =1.
Trocando A com —A nesta equacao obtém-se e e =1. Conclui-se que e

é invertivel e a sua inversa é e~ 4. Q.E.D.

Pode-se agora resolver a equagao diferencial linear homogénea conside-
rada.
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(3.6) Teorema: Seja A uma matriz n X n de componentes reais (ou
complezras), toER e yo €R" (ouyo€C"). Entdo a solu¢ao do problema
de wvalor inicial

}.’:Ay, y(tO) =Yo,

existe e € unica. Esta solucdo € global e € dada por
y(t)=eAl"t)yo  parateR .

Além disso, o espago linear das solucdes da equacdo y= Ay tem dimen-

sdo n e uma base constituida pelas colunas da funcdo matricial t — e“t.

Dem. Derivando y(t) = eAt=t)yq obtém-se y(t) = AeAl0)yo= Ay(t). E
claro que y(tp) =yo. Conclui-se que y satisfaz o problema de valor inicial
considerado. Para provar que a solugao é tinica supoe-se que y é uma solugao
de y = Ay, define-se z(t) =e 4y (t) e calcula-se

a(t) = My — e Ay () = e[y — Ay (1) =0,

pelo que z é constante. Se y(tp) =yo, conclui-se que o valor constante de z
6 z(ty) = e Aoyq. Portanto e Aty (t) = e 0yq e, multiplicando ambos os
membros por e?, obtém-se y(t)=eAtt0)y,.

Como ettc, com c€R™ (ou c€C") é a combinagio linear das n colunas
de e?? cujos coeficientes sdo as componentes de ¢, fazendo variar yo em todo
R™ (ou C™) conclui-se que o espago das solucoes de y = Ay é gerado pelas
colunas da funcéo t — e4t. Com t=0 em e4*c=0 obtém-se c=0, pelo que
aquelas n colunas sao linearmente independentes e, portanto, sao uma base
do espaco das solugoes da equacao, o qual tem dimensao n. Q.E.D.

Também é 1til o resultado seguinte relativo a solugoes exponenciais.

(3.7) Teorema: Seja A wma matriz n X n de componentes reais ou
complexas. A equacgao diferencial y = Ay tem uma solugdo da forma
y(t)=eMv com AeC e ve C™"\{0} se e 56 se (\,v) ECxC™ é um par
de valor e vector prdprios associados de A.

Dem. Se y(t) =eMv com A€ C e v € C"\{0} é solucio da equacio, entdo
AeMv =y (t) = Ay(t) = AeMv. Multiplicando por e~ obtém-se A\v = Av.
Portanto A é um valor préoprio de A associado ao vector préprio v.

Se A é um valor préoprio de A associado a um vector préprio v, entao

Av=)\v, pelo que se obtém para y(t) =e v

y(t) = AeMv = eMav = eMAv = AeMv = Ay(t) ,

pelo que y=eMv é solucao da equacio com A€ C e veC™\{0}. Q.E.D.
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Se A é uma matriz n xn de componentes reais, a relacdo entre solugoes
de componentes reais e solugoes de componentes complexas de equagoes
diferenciais lineares y = Ay ¢ facil de estabelecer.

(3.8) Proposigao: Se A é uma matriz nxn de componentes reais, uma
funcdo y definida num intervalo e com wvalores em C™ € solucdo da
equacao diferencial y = Ay se e sd se as fung¢des u,v com valores em
R"™ que se obtém tomando para cada componente, respectivamente, a
parte real e a parte imagindria da correspondente componente de'y sdo
solugdes da mesma equacdo diferencial.

Dem. Como y =u+iv, verifica-se a equacao y = Ay se e s0 se se verificam
as equacoes u=Au e v=Av. Q.E.D.

(3.9) Exemplos:

1. Considera-se a equacao y= Ay com
1 1
A= [ b } |

O polinémio caracteristico de A é p(\) = det(A—AI) = \2 -2\ -3,
pelo que os valores préprios de A sao 14143, isto é, sdo Ay =3 e
Ao =—1. Os vectores préprios associados a estes valores préprios sao
da forma, respectivamente, vi =a(1,2) e vo =b(1,—2), onde a,b#0
sdo escalares. Assim, u(t) = €3(1,2) e v(t) = e (1, —2) sdo solu-
¢oes da equacao diferencial dada. Como ciu—+cov = 0 implica, em
t =0, c1(1,2)+c2(1,—-2) =0, e estes dois vectores sao linearmente
independentes, segue-se que ¢; = co =0, pelo que u e v sao solugoes
independentes da equag@o. Do teorema (B.0) sabe-se que a dimen-
sao do espaco de solucoes desta equagao é 2. Portanto, as solucoes
u e v formam uma base para o espago de solugoes e, em consequén-
cia, a solucdo geral da equacio é y(t)=cie3(1,2)+coe (1, —2), com
c1,¢2 € R ou ¢1,c9 € C, conforme se pretenda a solucao geral cujas
componentes tém valores reais ou complexos.

2. Considera-se a equacao y= Ay com
-1 1
A= .

O polinémio caracteristico de A é p(A) =det(A—AI)=\2+2)\+5, pelo
que os valores préprios complexos de A sdo dados por —1 4+ +/1 — 5,
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isto é, sao \1 = —142i e Ag=—1-2i. Os vectores préprios associados a
estes valores préprios sao, respectivamente, os vectores vi =a(1,2i) e
va=b(1,—2i), onde a,b#0 sdo escalares. Assim, u(t)=e(~1+2)%(1,2;)
ev(t)=e (11201 (1, —2i) sao solucdes da equacao diferencial dada cujas
componentes tém valores complexos. Como ciu+cov = 0 implica,
em t =0, ¢1(1,2i)+ca(1,—2i) = 0, e estes dois vectores de C? sio
linearmente independentes, segue-se que ¢; = cg = 0, pelo que u e
v sdo solugdes independentes da equagdo. Do teorema (B.6]) sabe-se
que a dimensao do espaco de solucoes desta equacao é 2. Portanto, as
solugoes u e v formam uma base para o espaco de solugoes com valores
em C? e, em consequéncia, a solucdo geral da equacio considerada com
valores em C? ¢

y(t) = c1eTF2(1,20) + e 21, —2i),  com ¢p, ¢ € C.

As partes reais de u(t) e v(t) sao ambas a(t) = e *(cos2t,2sin 2t) e
as partes imaginérias sao, respectivamente, b1 (t) :e*t(sin 2t,2 cos 2t),
bo(t)=e~t(—sin 2,2 cos 2t). Da proposicao (B.8)) sabe-se que a, by, by
sdo solucoes com valores em R? da equacdo considerada. Como
cia+coby = 0 implica, em ¢ = 0, ¢1(1,0) +¢2(0,2) = 0 e estes dois
vectores sao linearmente independentes, segue-se que ¢; =co =0, pelo
que a e by sdo solucdes da equacdo com valores em R? e sdo linear-
mente independentes. Do teorema (B.6]) sabe-se que a dimensao do
espaco de solucoes da equacgao é 2. Portanto, as solugoes a e by for-
mam uma base do espaco das solucdes com valores em R? e a solucdo
geral com valores em R? da equacdo considerada é

y(t) = cre " (cos 2t,2sin 2t) + coe ! (sin2t,2cos 2t), com ¢, € R

Como ficou estabelecido no teorema (B.6), a resolugao de equagoes or-
dindrias lineares homogéneas de coeficientes constantes ficou reduzida ao
calculo de exponenciais de matrizes. Convém, portanto, dispor de métodos
praticos para este calculo.

H&4 alguns casos simples. Se A é uma matriz diagonal, isto é,
A=diag(\, ..., \n), entdo e =diag(eM?, ... eMt). Se A é uma matriz
diagonalizavel, entdo existe uma matriz ndo singular S tal que A=SAS™!,
onde A=diag(\,...,\,), pelo que AF=SAFS~1 e eAt = SeMS—1 Quando
A é uma matriz diagonalizdvel existem n vectores préprios de A linearmente
independentes, pelo que o método usado nos exemplos anteriores permite
concluir que nesse caso a solucao geral da equagao com valores em C” é uma
combinacdo linear arbitraria de solucoes da forma e*v, onde v é um de n
vectores préprios independentes de A e A é o valor préprio associado a v.
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E claro que nem todas as matrizes sao semelhantes a uma matriz dia-
gonal, mas todas sao semelhantes a uma matriz em forma candnica de

Jorda
Ji A 1
J = . ) com Jp = - ,

1
JN >\k

onde os espacos em branco representam zeros, cada Jp é um bloco de
Jordan de dimensao ngxng, com ny +---+ny =n, e 0s \; sao os valores

préprios complexos de A. E facil verificar que e‘]t:diag (e‘]lt, o ,eJNt) e
[ oMkt 4 Akt 152_2' Akt . ) ) (sz:ll)! ekt ]
it — 7
152_2! At
t ekt
L eAkt .

onde 0s espagos em branco representam zeros. Se A é semelhante a uma
matriz em forma candnica de Jordan J, entao existe uma matriz nao singular
S tal que A=SJS7!, e eAt=S8e/tS51,

Conclui-se das observacoes anteriores que as solucoes de y = Ay com
valores em C™ tém componentes que sao combinagoes lineares de fungoes
do tipo t7eM, onde A é um valor préprio complexo de A e j é um inteiro
nao negativo menor do que o ntmero de linhas do maior bloco de Jordan
associado a A numa forma canodnica de A, nimero este que nunca é superior
a multiplicidade algébrica de A\ como solucao da equacao caracteristica de A.
Se A tem componentes reais, obtém-se da proposicao ([B.8]) que as solucoes de
y = Ay com valores em R™ tém componentes que sao combinagoes lineares
das partes reais e imaginarias das funcoes /e, ou seja, sdo combinagoes
lineares de funcoes do tipo t/e*, onde A\ é um valor préprio real de A, com
funcoes do tipo /e cos(bt) e t/e® sin(bt), onde a,b sdo, respectivamente,
as partes real e imaginaria de um valor préprio complexo de A. De forma
a ajudar a visualizacao grafica destas funcoes apresenta-se na Figura B.1] a
forma dos graficos de algumas destas fungoes.

! Jordan, Marie Ennemond Camille (1838-1922).
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Figura 3.1: Gréficos de e, t e, e cos(at), t €™ cos(at),
e cos(bt), t e® cos(bt), para a<0, 0<b< |a|

(3.10) Exemplos:

1. Considera-se a equagao do exemplo (B9]) y = Ay com
1 1
A= .
1]
Viu-se nesse exemplo que os valores préprios de A sdo Ay =3¢ \g=—1
e que (1,2) e (1, —2) sao vectores préprios associados a cada um desses

valores proprios. A matriz de mudanga da base candnica para a base
dos vectores préprios (1,2), (1,—2) é

T1 1 L 1] -2 1
S_[Q _2}, com S ——4[_2 1},

pelo que

Celase_ 300 A [ €0
A=S AS_[O _1],6—[ )
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eAt _ Se/\ts—l _

(e3t+67t)/2 (e3t—eft)/4 ]
e3t _ ot (e3t4et)/2 ’

A solucdo de problemas de valor inicial para a equacao dada, com
Y(to) = (a7 b)? é

At—to) | | Z
b

2. Considerarse a equacao do exemplo (B02) y= Ay com

-1 1
A= .
By
Viu-se nesse exemplo que os valores proprios complexos de A sdo
A =—142ie \g=—1-2i e que (1,2i) e (1,—2i) sdo vectores proprios

associados a cada um desses valores proprios. A matriz de mudanca
da base canonica para a base dos vectores préprios (1,2i), (1,—2i) é

S:[l 1}, com S~!= 1[_% _1},

[(2a+b)e*t=t0) + (2a—b)e~(t=10)] /4
[(2a+b)e3t=to) — (2a—b)e~(t=t0)] /2 ]

2% —2i 4| -2 1
pelo que
_ —1+42i 0 (1420}t 0
_o-lq_ At _
A=S5"AS = [ 0 1_9 } €0 = [ 0 e—(1+2i)t |

et = GeMg—l = ¢t [ cos2t  (sin2t)/2 ] .

—2sin 2t cos 2t

A solucao de problemas de valor inicial para a equacao dada, com
y(tO) = (CL, b)a é

Alt—to) [ “ ] — o~ (t=t0)
b

3. Considera-se a equacao y= Ay com

4 4
N
O polinémio caracterfstico de A é p(\) = det(A— ) = A\ —4\+4,
pelo que os valores préprios de A sdo dados por 2++/4—4, isto é, A

tem apenas um valor préprio A = 2. Os vectores proprios associados
a este valor préprio sao da forma a(—2,1), onde a # 0 é um escalar

acos2(t—tg) + b(sin2(t—tp))/2
—2asin2(t—tg) + beos2(t—to) |
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arbitrario. Assim, a matriz A nao é diagonalizdvel e a sua forma

J:HH

Esta matriz obtém-se de A com uma mudanca da base candnica para

canonica de Jordan é

uma base formada por um vector préprio, por exemplo v=(—-2,1) e
um vector w tal que Aw =1v+2w, ou seja, (A—2I)w =v. Resolvendo
esta equagao, obtém-se para w vectores da forma b(—2,1)+(—1,0),
onde b é um escalar arbitrario, pelo que se pode tomar w=(—1,0). A
matriz de mudanca da base candnica para a base dos vectores proprios

-2 -1 L[ o 1
S—[ 1 O]’ com S —[_1 _2},

vV, W é

pelo que J = S71AS,

2t 2t
e te
et — [ ;e =8ellgTl =

0 th

(1+2t)e? 4te?t
—te?t (1—2t)e?

A solucao de problemas de valor inicial para a equagao dada, com
y(tO) = (CL, b)a é

ol [

Embora a passagem para forma candénica de Jordan seja uma maneira
de calcular e??
nao hé processos verdadeiramente eficientes para este cdlculo. Assim, é con-
veniente dispor de métodos alternativos. No apéndice E incluem-se alguns
aspectos do cédlculo de exponenciais de matrizes.

Uma vez resolvida a equagao homogénea y = Ay de forma satisfatoria
resta considerar o problema de determinar solugoes da equagao nao homo-
génea y = Ay+h(t). Multiplicando ambos os lados de y—Ay =h(t) por e~
e integrando num intervalo [tg,t] obtém-se

e seja sempre possivel calcular formas canénicas de matrizes,

t

e~ Aty (1) — e~ Aoy (1) = / (e oy (s)) ds

to

_ /t S A (s) — e Ay(s) ds — /t " Ah(s) ds,

0 0

pelo que fica provado o resultado seguinte.
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(3.11) Teorema (Férmula de Variagao das Constantes): Se A ¢
uma matriz nxn de componentes reais (ou complexas), h é uma fungdo
continua num intervalo J CR com valores em R™ ou C", tg€J eyqg €
um ponto de R™ ou C", entao a solucdo do problema de valor inicial

y=Ay +h(t), y(to)=yo

existe, € unica e estd definida em J. Esta solugcdo € dada pela formula
de variacao das constantes

t
y(t) = A=ty —i—/ eA=)h(s) ds .

to

(3.12) Exemplo: Considera-se o problema de valor inicial para a equacao
diferencial linear nao homogénea y = Ay+h(t), y(1)=(1 — 1), com

(3] o [2]

Sabe-se do Exemplo B.I0I]) que

eAt B (€3t+€—t)/2 (€3t_€—t)/4 ]

€3t_€—t (€3t+€—t)/2

A férmula de variacao das constantes da

(t) B (63(15—1) +€—(t—1))/2 (63(15—1) _e—(t—l))/4 1
Y\ = e3(t=1) _ p—(t-1) (3D £ e=(t=1) /2 _1
. /t (63(t—s)_|_€—(t—s))/2 (63(t—s) _e—(t—s))/4 e o
1 e3(tfs) _ef(tfs) (63(2573) _f_ef(tfs))/z e2s
(3D 43e~(t-1)) /4
- (e3(t=1) —3¢—(t=1)) /2
. /t (2€3t—25+2€—t+25 + €3t—s_€—t+3s)/4 ;
, ds
1 (26315—25_2€—t+25+€3t—5+€—t+35)/2
ou seja

® (e e 24+e73)edt — 42t + (e3—3e2+9e)e !
yit) = — .
12 1 6(e+e24+e73)e3t — 4e? — 12! + (—2e3+6e%—18e)e !
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3.3 Equacoes com coeficientes variaveis

Ao contrédrio do que acontece para equacoes lineares com coeficientes cons-
tantes, para equacoes de coeficientes varidveis nao é em geral possivel obter
férmulas explicitas para as solucoes em termos dos coeficientes da equagcao.
Assim, comegamos neste caso por estabelecer existéncia e unicidade, e deter-
minar intervalos maximos de definicao para solucoes de problemas de valor
inicial.

(3.13) Teorema: Se JCR ¢é um intervalo aberto, Ah sao fungoes con-
tinuas definidas em J que tém por valores matrizes nxn de componentes
reais (ou complezxas) e vectores de R™ (ou C™), respectivamente, ety € J,
entao a solugcdo do problema de valor inicial

y=At)y +h(t), yo)=yo

existe, € unica e pode ser prolongada a todo o intervalo J de defini¢do
e continuidade dos coeficientes da equagao.

Dem. A fungao f(t,y) = A(t)y +h(t) tem derivada (0f/0y)(t,y) = A(t)
continua em D = JxR" (ou D = J xC"), pelo que f(t,y) é localmente
lipschitziana em relacao a y em D. Do Teorema de Picard-Lindel6f resulta
que a solucao do problema de valor inicial considerado existe e é inica no
seu intervalo maximo de definigado. Resta provar que este intervalo é J.

Seja J' o intervalo maximo de definicao da solucao y do problema de
valor inicial considerado. Do teorema de extensao de solugoes a intervalos
maximos de defini¢ao do capitulo anterior, quando ¢ tende para qualquer um
dos extremos do intervalo J’ verifica-se (¢,y(t)) — 9D ou ||(¢t,y(t))|| = +oo.
No primeiro caso, o correspondente extremo de .J' também é um extremo
(do mesmo lado) de J. Portanto, se for provado que a solu¢ao nao explode
¢ necessariamente J'=.J, como se pretende.

Se y é solucao da equacao diferencial obtém-se do Teorema Fundamental

do Céalculo t

y(t) = yo+ [ [A(s)y(s)+h(s)] ds.
to
Com J=]a,b], TR tal que ty+T € |a, b| et no intervalo compacto limitado

por tg e to+T, verifica-se
¢
[ Il as
to

onde L7 é a raiz quadrada do maximo da soma dos quadrados das normas
das linhas da matriz A(t) calculado para ¢ no intervalo compacto de extre-
mos tg e to+71, e Hp é o maximo da norma de h(¢) para ¢t no mesmo inter-
valo. A ultima desigualdade pode ser explicitada para ||y(t)|| por aplicacao
da Desigualdade de Gronwall estabelecida no capitulo anterior. Obtém-se

Iy @I < llyoll + Lz +T Hr,
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ly®) < (|lyol|+THz) "', e conclui-se que ||y| é limitada em qualquer
dos intervalos compactos contidos em |a, b[, pelo que a solugdo y nao ex-
plode, a nao ser possivelmente nos extremos deste intervalo. Q.E.D.

Conclui-se do ultimo teorema que as solucoes de equacgoes ordinarias
lineares y = A(t)y+h(¢) ndo explodem a nao ser, possivelmente, nos extremos
de intervalos méximos de continuidade das fungoes A e h. Isto acontece
porque o crescimento maximo da norma de solugoes de equacoes lineares
depende linearmente da norma do ponto onde sao calculadas e, portanto, a
norma da solucao nao pode crescer tao rapidamente que tenda para co em
tempo finito.

Como sempre para equagoes lineares, a solucao geral da equacao consi-
derada pode ser obtida adicionando a uma solugao particular a solugao geral
da equac@o homogénea correspondente y — A(t)y =0, e as solugoes satisfa-
zem o Principio da Sobreposigao, isto é, uma combinacao linear com
coeficientes ¢1 e co de solucoes de cada uma das equacoes nao homogéneas
y—A(t)y=h(t) com termos independentes h=h; e h=hy sao solu¢oes da
equacao nao homogénea com termo independente c¢1hy+cohg, naturalmente
desde que A, hy, hy sejam continuas num mesmo intervalo J CR.

Tal como no caso de coeficientes constantes, convém considerar o pro-
blema de valor inicial para a equacao diferencial matricial homogénea as-
sociada & equacdo considerada, isto é Y = A(t)Y, Y (tg) = I, onde to € J.
Devido a existéncia e unicidade de solucgoes para problemas de valor inicial
estabelecida anteriormente, este problema de valor inicial define uma funcao
matricial Y no intervalo J. Na verdade, a coluna j da matriz Y (¢) é o
valor no instante ¢ da solucao do problema de valor inicial para a equacao
considerada com y(t9) =e;j, onde (eq,...,ey) é a base canénica de R" (ou
C™). Chama-se a esta fungdo Y solugao matricial principal da equagao
y =A(t)y para o instante inicial ¢y € J. No caso de coeficientes constantes,
isto é, A(t)=A, a solugao matricial principal para o instante inicial tg €R é
a exponencial eAt—t0),

As solucbes matriciais principais sao casos especiais de solu¢oes matrici-
ais fundamentais. Chama-se solugao matricial fundamental da equacao
y=A(t)y a qualquer solugao matricial Y da equagao definida em J que tem
como valores matrizes n xn, tal que Y (¢) é uma matriz nao singular para
algum te J. E f4cil verificar que para uma solu¢ao matricial fundamental Y
as matrizes Y (t) sdo néo singulares para todo t€.J. De facto, se Y (¢') fosse
singular existiria beR"\{0} tal que Y (#)b=0 e, como Y (t)b=A(t)Y ()b,
a fungao Y (¢)b seria uma solucao da equagao igual a zero no instante . Da
unicidade de solucao do problema de valor inicial teria de ser Y (£)b=0 para
todo t€J e, como b#0, a matriz Y (¢) seria singular para todo t€ J.
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(3.14) Teorema: Seja J C R um intervalo, A uma funcao definida e
continua em J que tem como wvalores matrizes nxn de componentes
reais (ou complezas) e Y uma solug¢do matricial fundamental da equagdo
y=A(t)y. SetoeJ eyo € um vector em R"™ (ou C"), entio a solugao
do problema de valor inicial

y=Alt)y, y(to)=yo,

[N

y(t) =Y ()Y (to)yo, parate.].

A solugao geral da equagao y=A(t)y € Y (t)c, onde ¢ é um vector cons-
tante arbitrdrio. O espaco linear das solugdes da equagao tem dimensdo
n e uma base € constituida pelas colunas da fun¢ao matricial t—Y (t).

Dem. A funcio y(t)=Y (t)Y ~1(to)yo satisfaz

y =YY Hto)yo = A)Y ()Y " (to)yo = A(t)y(t)
e y(to) =Y (to)Y "1(to)yo =yo , pelo que y é solucio do problema de valor
inicial considerado. Como do teorema anterior se sabe que este problema
tem solucao unica, obtém-se o primeiro resultado.

Se y é uma solucdo arbitraria da equacdo, com c=Y ~!(tg)y(ty) obtém-
se do que j4 ficou estabelecido que y(¢)=Y (t)c. Portanto, todas as solugoes
da equacao sao desta forma. As restantes afirmacoes no enunciado sao de
verificacao imediata. Q.E.D.

As solugoes de equagoes nao homogéneas podem ser obtidas por uma for-
mula de variacao das constantes semelhante a estabelecida na seccao anterior
para equacoes de coeficientes constantes.

(3.15) Teorema (Férmula de Variagao das Constantes): Seja
J C R um intervalo, A e h funcoes definidas e continuas em J que
tém como valores matrizes nxn de componentes reais (ou complezras) e
vectores em R™ (ou C"), respectivamente, to€ J e yo pertencente a R™
(ou C™). Entdo, a solugdo do problema de valor inicial

y=At)y +h(t), y(to)=yo,

t

y(t) =Y ()Y L(to)yo + / Y ()Y " Y(s)h(s)ds, parateJ,
to
onde Y € uma solucdo matricial fundamental da equacdo homogénea

associada y=A(t)y.

[N

Dem. Como Y ()Y ~1(tg)yo ¢ a solucio da equacdo homogénea que tem o
valor yg no instante ¢, basta verificar que o integral na férmula dada é uma
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solucao particular da equacao nao homogénea considerada que se anula no
instante ¢t =ty. Este ultimo facto é ébvio porque neste instante o integral
tem extremos de integracao iguais. Para provar que

z(t)= [ Y)Y Ys)h(s)ds=Y(t) [ Y (s)h(s)ds

to to

satisfaz a equag@o nao homogénea considerada, basta derivar esta fungao
usando a regra da derivacao do produto e o Teorema Fundamental do Cal-
culo. De facto,

Q.E.D.

A solucao matricial principal Y de uma equagao para um instante inicial
to € J é facilmente obtida de qualquer solugao matricial fundamental X por
Y (t)=X(t) X L(to).

Embora o teorema anterior dé uma férmula explicita para as solugoes
de uma equacao diferencial ordindria linear de 1* ordem geral em termos de
uma solucao matricial fundamental da equagao homogénea correspondente,
muitas vezes nao é facil determinar uma solugao matricial fundamental para
esta equacdo. A situacdo de coeficientes varidveis €, neste aspecto, muito
diferente da de coeficientes constantes, pois para coeficientes constantes é
sempre possivel transformar a resolucao de uma equacao linear homogénea
vectorial na resolucao sucessiva de equagoes diferenciais lineares escalares
nao homogéneas obtidas a partir de uma forma canénica de Jordan da matriz
dos coeficientes. Em geral tal nao é possivel para coeficientes varidveis. Um
caso de coeficientes varidveis em que um método desse tipo pode ser aplicado
¢é quando a matriz dos coeficientes é triangular superior ou inferior, ou pode
ser transformada nestes casos por mudanca de variaveis.

3.4 Equacoes com coeficientes periédicos

Para equagoes diferenciais ordindrias lineares de coeficientes periddicos é pos-
sivel ter mais informagcao geral sobre as solugoes, conhecida por Teoria de
Floquetﬁ. O caso particular de coeficientes constantes ja foi considerado,
pelo que aqui estamos interessados apenas no caso periédico nao constante.

2Floquet, Gaston (1847-1920).
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Estas equagoes podem ser transformadas em equagoes lineares de coeficien-
tes constantes por mudancas de varidveis, como se estabelece no resultado
seguinte.

(3.16) Teorema de Floquet: Seja A uma funcgdo definida e continua
em R cujos valores sao matrizes nxn de componentes reais (ou com-
plexas) que € periédica com periodo T >0, isto €, A(t +T)= A(t) para
teR. Entdo, toda a solugao matricial fundamental Y da equacdo dife-
rencial linear periédica homogénea y=A(t)y € da forma Y (t)=P(t)eP?,
onde P(t) e B sao matrizes n x n de componentes complexas, com
P(t+T)= P(t) para t € R e B constante. A transformacao de va-
ridveis y = Px transforma a equagdo periddica y =A(t)y na equagio de
coeficientes constantes X = Bx.

Dem. Se Y ¢é uma solucao matricial fundamental, também Y (¢t +7T) é. O
teorema (B.14]) implica que existe uma matriz constante C' tal que Y (t+7) =
Y (t)C parate€R. Como Y (t+T') e Y (¢) sdo matrizes ndo singulares, também
C é uma matriz nao singular. O lema que se apresenta a seguir garante a
existéncia de logaritmos de matrizes nao singulares, pelo que existe uma
matriz B tal que C'=eBT. Define-se P(t)=Y (t)e B! e x=P~'y. Entdo

P(t+T) =Y ({t+T)e BT =y (1) BTeBHD) = p(1) |

y=Pxey= Px+ Px. Em particular, x = P~'(AP — P)x. Como
P=Ye Bl_Ye B!B=AP—PB, verifica-se x=P~!PBx=Bx. Q.E.D.

(3.17) Lema (Logaritmos de Matrizes): Se C' € uma matriz nao
singular, entdo existem matrizes B de componentes complezras tais que
C=eP.

Dem. Se C é uma matriz nao singular 1x1 é C' =[\] para A #0. Com
B={In \] dada por qualquer dos logaritmos complexos de A determinados a
menos de miltiplos inteiros de 2mi, é C=ebB.

Se (Q é uma matriz nio singular nxn e C'=e?, entéo Q_lcQ:eQilBQ.
Portanto, pode-se supor sem perda de generalidade que C esta na forma
canonica de Jordan, isto é, C'=diag (C4,...,C}), onde C;=diag();,..., \))
ou Cj=MNI+R;j, com \j#0 e

R; =
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Logo, basta mostrar que cada bloco de Jordan C; pode ser escrito na forma
C; = ePi, para alguma matriz B;.

Se C; = diag(Aj,...,Aj) com Aj # 0, entdo qualquer matriz diagonal
B com elementos na diagonal principal todos iguais a um dos logaritmos
complexos de \; satisfaz C; = ebi.

Resta tratar do caso de blocos de Jordan nao diagonais. Para simplificar
a notacao escreve-se C' =+ R, com A#0. Pode-se escrever C=A(I+R/\),
pelo que C'=e® se e 56 se B=(In\)I+S, onde e® =T+R/\. Como a série
de Taylor de In(1+x) é

~ :
gl
In(l+z)= E (—1)]+1x—, , para|z|<1,
‘ J
J=1

é de esperar que se obtenha a relacdo desejada com a matriz S igual a
série anterior com x substituido por R/A. E fécil verificar que RI =0
para j >n. Portanto, é natural definir § =737, (—=1)TIRI/(5M), que é
necessariamente uma soma finita com n parcelas no maximo, de onde se
obtém

k
o o0 o y
1 1 1 (R/N)?
S _ - ok _ s _1\J+1
e’ = E i St = g o (-1) ;
! 1] 4 j
k=0 k=0 j=1
Por outro lado
1 Sl I z? '
n(l+e) 2 Hlnl%—x = g k_ E j+1 , para|z|<1.
=0 k=0 j=1

Reordenando e agrupando os termos das séries por ordem crescente de potén-
cias de (R/\)? e 7, respectivamente, obtém-se séries em que os coeficientes
de (R/)\)’ sdo iguais aos coeficientes de z7. Como (%) =142, o coe-
ficiente de 27 na série é nulo para j > 2 e é igual a 1 para j = 1. Logo,
e =I+R/)\, e portanto, com B=(In\)I+ S obtém-se C'=e". Q.E.D.

O Teorema de Floquet implica que as solucoes complexas de sistemas
lineares periddicos homogéneos sao fungoes vectoriais em que cada compo-
nente é uma combinacao linear de termos da forma eMp(t), onde p é seme-
lhante a uma funcao polinomial definida em R em que os coeficientes em vez
de serem numeros reais sao fungoes complexas de varidvel real periédicas
com periodo igual ao periodo de A(t). Os valores A\ podem ser determina-
dos a partir da matriz M associada a uma solucao matricial fundamental
Y da equagao y = A(t)y, com A(t +T) = A(t) para t € R, pela relagao
Y(t+T)=Y(t)M. Chama-se a uma matriz M com estas propriedades
matriz de monodromia da equacao.
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Aos valores préprios p de uma matriz de monodromia chama-se multi-
plicadores caracteristicos da equacio e a qualquer X tal que e’ é um
multiplicador caracteristico chama-se expoente caracteristico da equa-
cao, pelo que os expoentes caracteristicos ficam apenas determinados moé-
dulo 27i/T. Porém, os multiplicadores caracteristicos ficam univocamente
determinados e sao os mesmos para todas as matrizes de monodromia da
equacao. De facto, se X ¢é uma outra solucao matricial fundamental, en-
tao existe uma matriz C' tal que X (¢) =Y (¢)C e verifica-se X (t +T) =
Y(t+T)C=Y(t)MC=X(t)C~'MC. Logo, todas as matrizes de monodro-
mia de uma equacao diferencial linear periédica homogénea sao semelhantes
e, consequentemente, tém os mesmos valores préprios. Apesar da indetermi-
nacao dos expoentes caracteristicos, para efeito de representar solucoes da
equacao podem sempre ser escolhidos iguais aos valores proprios de qualquer
matriz B tal que C=¢P7T.

A relagao entre expoentes caracteristicos e solugoes que sao exponenciais
multiplicadas por fungoes periddicas é analoga a relacao entre valores proé-
prios da matriz dos coeficientes e solucoes exponenciais que foi obtida para
o caso de equagOes com coeficientes constantes.

(3.18) Teorema: Um nimero complexo \ € um expoente caracteristico
da equagao linear periddica homogénea y = A(t)y, com A periddica de
periodo T' >0, se e s0 se existe uma solu¢do complexa nao nula da forma
eMp(t), onde p € uma funcio periddica de periodo T. Em particular, a
equagdo tem uma solugdo periddica de periodo T (ou 2T mas nao T') se
e s6 se um dos multiplicadores do sistema é +1 (ou —1).

Dem. Se eNp(t) é solucio da equacio, com p(t +T)=p(t)#0 para t€R, o
Teorema de Floquet implica que existe yo # 0 tal que eMp(t) = P(t) ePlyo.
Portanto,

P(t) eB(tJrT)yO _ P(t—l—T) eB(tJrT)yO _ e)\(tJrT)p(t) _ e)\TP(t) eBtyO ’

pelo que P(t)eP! [eBT — eATI] yo = 0. Segue-se que det [eBT — eATI] =0,
o que implica que A é um expoente caracteristico.
Reciprocamente, se A é um expoente caracteristico, existe yg#0 tal que
eBT AT ] yo = 0. Pode-se escolher uma representacao de uma solugao
matricial fundamental da forma Y (t) = P(t) e®!, com P periédica de periodo
T, de tal modo que A seja um valor préprio de B . Entdo ePtyg = eMyq
para todo t€R e P(t) ePlyg=eMP(t) yo é uma solucio da forma indicada.

As tultimas afirmacoes no enunciado sao agora Obvias. Q.E.D.
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Mesmo que C' seja uma matriz nao singular de componentes reais, pode
acontecer que nao exista nenhuma matriz B de componentes reais tal que
C =ePB, como por exemplo acontece para C =[—1]. Contudo, se C' é uma
matriz de componentes reais pode-se estabelecer como no lema ([B.I7), mas
a partir de uma forma canonica real para C', que existe necessariamente
uma matriz B de componentes reais tal que C?>=e®. Como no Teorema de
Floquet, obtém-se que se A é periédica de periodo T e tem componentes
reais, entao para cada solu¢ao matricial fundamental de componentes reais Y’
existe uma func¢ao matricial periédica de periodo 27 com componentes reais
P, e uma matriz constante de componentes reais B tais que Y (t)= P(t)eP".

(3.19) Exemplos:
1. Considera-se a equagao y = A(t)y, com

1 1/4 ]

0 cos t+sint
24sint—cost

A(t) =

A fungao A é periddica de periodo 27. Com y = (y1,%2) a equagao é
equivalente as duas equacoes escalares lineares

o+ . cos t+sint
Y1=Y171Y2, Y2 = 2 sin{—cost Yo .
A solucao geral da segunda equagao é
glostdsint gy In |2+sint—cos ¢|
yQ(t) = ce) 24sint—cost ¥ = e , comceR,

e, portanto, ya(t) =a(2+sint—cost), com a € R. Substituindo esta fun-
¢a0 na primeira equacao obtida e resolvendo pela férmula da variacao
das constantes, obtém-se

t
y1(t) =be' +a / e'5(24sin s—cos s) ds = (b + 2a)e’ —a(2+sint) ,
0

com beR. Obtém-se uma solu¢ao matricial fundamental para a equa-
¢ao dada tomando para colunas as solugoes obtidas com, respectiva-
mente, b=1, a=0 e b=—2, a=1, nomeadamente

et —2—sint
Yie) [ ] |

0 24sint—cost

Uma matriz de monodromia é C' tal que Y (2r)=Y(0)C, ou seja,

€ v(0)- 1y (2m) — 1 27 '[exr —2 e o
a lo o1 o 1| | o 1|



102 Equacoes diferenciais ordinarias lineares de 1* ordem

Conclui-se que os multiplicadores caracteristicos sdo €27, 1, e os ex-
poentes caracteristicos sao 1+ik, ik, com k € Z. Do ultimo teorema
anterior sabe-se que a equacao tem solucoes peridédicas de periodo 2.
E fécil ver que estas solucdes sao y(t)=a(—2—sint, 2+sint—cost).

2. Considera-se a equacao y = A(t)y, com

—1+(3cos?t)/2 1 —3(sintcost)/2

A(t) =
—1—3(sintcost)/2 —1+ (3sin?t)/2
A funcdo A ¢é periddica de periodo 2. E f4cil verificar que
y(t) = e'/?(—cost,sint) é solucdo da equacdo. Resulta do tltimo te-
orema anterior que um dos multiplicadores caracteristicos é €™ e os
correspondentes expoentes caracteristicos sao (1/2)+ik, com k€ Z.

Os expoentes caracteristicos obtidos tém partes reais positivas e, por-
tanto, correspondem a solucoes de amplitude exponencialmente cres-
cente, enquanto a equagao caracteristica de A(t) é det(A(t) —AI) =
A24(1/2)A+(1/2)=0 e os valores préprios de A(t) sdo (—1414/7)/4,
pelo que tém parte real negativa e as solugoes da correspondente equa-
¢ao diferencial com matriz dos coeficientes constante igual ao valor de
A num instante fixo ¢ tém amplitude exponencialmente decrescente.

Observa-se neste caso que apesar das taxas exponenciais de variagao
da amplitude de solucoes serem dadas pelos expoentes caracteristicos
estes nao tém relagao directa com os valores préprios das matrizes A(t)
que especificariam as taxas exponenciais de variagao de solugoes se A
fosse constante.

O dltimo exemplo mostra que os expoentes caracteristicos que dao as
taxas exponenciais da amplitude das solugoes de equagoes lineares periédicas
nao tém uma relacao directa com os coeficientes da equacao, nomeadamente
através dos valores proprios dos valores da matriz dos coeficientes. Assim,
para determinar os expoentes caracteristicos é necessario resolver a equacao
homogénea, determinando uma solugao matricial fundamental.

Apesar da Teoria de Floquet constituir uma forma de reduzir a resolu-
¢ao de equagoes diferenciais lineares periddicas a resolucao de equagoes de
coeficientes constantes, a sua aplicacao exige o calculo de uma solucao ma-
tricial fundamental, o que em geral nao é facil como se observou na seccao
anterior. Além da aplicacdo nos casos especiais em que é possivel calcular
uma solucao matricial fundamental, a Teoria de Floquet desempenha um
papel importante na teoria qualitativa de equacgoes diferenciais periédicas
pela informacao de natureza geral que fornece.
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3.5 Notas histéricas

A observacao que uma equacao diferencial escalar de ordem n é equivalente
a um sistema de 1* ordem foi feita pela primeira vez por J. d’Alembert!.

A nocao de conjunto fundamental de solucbes de uma equagao linear ho-
mogénea deve-se a J.L. Lagrangeﬂ, por volta de 1765. Foi também Lagrange
que introduziu o método de variacao das constantes em 1775, embora se
encontrem raizes deste método no trabalho de L. Fuler em 1739.

A Teoria de Floquet para equacoes diferenciais lineares de coeficientes
periddicos foi obtida por G. Floquet em 1883.

O exemplo [B.I92) de um sistema de duas equagoes lineares periédi-
cas com matriz dos coeficientes que em cada instante tem todos os valores
préprios com partes reais negativas, mas tem expoentes caracteristicos com
partes reais positivas foi obtido em 1960 por L. Markuﬁﬁ e H. Yamabdﬁ

3d’Alembert, Jean le Rond (1717-1783)
4Lagrange, Joseph Louis (1736-1813).
®Markus, Lawrence (1922-).

“Yamabe, Hidehiko (1923-1969).



	Equações diferenciais ordinárias lineares de 1ª ordem
	Introdução
	Equações com coeficientes constantes
	Equações com coeficientes variáveis
	Equações com coeficientes periódicos
	Notas históricas


