Capitulo 2

Existéncia, unicidade,
prolongamento e
dependéncia continua
de solucoes de equacoes
diferenciais ordinarias
de 1% ordem

2.1 Introducao

Nas duas ultimas seccoes do capitulo anterior tornou-se clara a necessidade
de estabelecer condigoes suficientes para existéncia e unicidade de solucgoes de
problemas de valor inicial para equacoes diferenciais ordinarias. De acordo
com as observagoes nesse capitulo, sé esperamos poder estabelecer um re-
sultado geral de existéncia de solugoes locais definidas numa vizinhanca do
instante inicial, pois pode nao existir solucao global. Interessa, também,
esclarecer em que condigoes uma solucao local pode ser prolongada a um in-
tervalo maximo de definicao e saber como determinar tal intervalo. Também
consideramos neste capitulo a questao da dependéncia continua de solugoes
em relacao as condigoes iniciais.

Nao ha razao para nos restringirmos a equagoes escalares. Por isso
consideram-se aqui problemas de valor inicial para equagoes diferenciais or-
dindrias vectoriais de primeira ordem

(21) y = f(tvy) ) y(tO):yO >

onde f é uma fun¢ao continua que tem como valores vectores em R” (ou C")
e definida num conjunto aberto D CRxR"™ (ou DCRxR"™) e (to,yo0) € D.
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2.2 Existéncia e unicidade de solucoes

Para provar a existéncia de uma solucao sem a determinar explicitamente,
pode-se pensar no seguinte esquema geral:

1. obter uma sucessao de aproximacoes para a possivel solucgao,
2. provar que a sucessao (ou uma sua subsucessao) tem limite,
3. provar que o limite é uma solucao.

O método de Euler apresentado no capitulo anterior para a resolucao
numérica de problemas de valor inicial de equacoes diferenciais ordindrias
sugere uma forma de obter uma sucessao de aproximacoes para uma possi-
vel solugao local do problema de valor inicial ([Z1]), definida num intervalo
I, =[to—a,to+a], com a>0 apropriado. Esta possibilidade é explorada no
apéndice A para estabelecer a existéncia de solucoes com toda a generali-
dade ao mesmo tempo que se justifica o método de Euler, ou seja, prova-se
que o limite de uma sucessao convergente de aproximacoes de solucoes num
intervalo compacto obtida pelo método de Euler é uma solu¢ao do problema
de valor inicial considerado e que a sucessao de fungoes obtida por este mé-
todo tem sempre subsucessoes convergentes.

Nesta seccao considera-se uma outra sucessao de aproximagoes que, em-
bora em condi¢Oes mais restritivas, permite obter mais facilmente a existén-
cia e também a unicidade de solugoes do problema de valor inicial.

Yo+b /
Yo 7
Yob //
t-a ty-a ty tyta tyta

Figura 2.1: Escolha de a>0 de modo a ser sempre y;(I,) C R

Como, por defini¢gdo, uma solu¢ao y do problema de valor inicial (21])
é uma funcio C! definida num intervalo J C R e com valores em R" (ou
C™), conforme o caso, do Teorema Fundamental do Célculo conclui-se que o
problema de valor inicial considerado ¢é equivalente a equacao que se obtém
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integrando ambos os lados da equagao em intervalos [tg, t],

y(t) =yo + /tf(s,y(s)) ds .

to
Assim, considera-se a sucessao definida recursivamente por

(2.2) Yira(t) = yo + / £(s,y5(5)) ds,  yo(t)=Yo .

to

para t € I,, com « >0 apropriado, e procura-se definir condigbes para que
a sucessao {y;} seja convergente. Para garantir que a sucessao estd bem
definida ha que escolher o de forma a cada funcao yj nao sair do dominio D
de definigao de f. Comega-se por tomar um conjunto centrado em (to,yo) e
contido em D da forma R=1,x By, onde I, =[tgy—a,tg+a] e By={y €R":
lly—yoll < b}, o que é sempre possivel porque D é um conjunto aberto. O
conjunto R ¢ limitado e fechado em R"*! (ou C"*1) e, portanto, é compacto.
Como f é continua, o Teorema de Weierstrasﬂ garante que f é limitada em
R, pelo que existe M >0 tal que |[f(¢,y)]| < M para (t,y) € R. Assim, se o
grafico de y;j estd contido em R verifica-se [|yj41(t)—yol < M|t—to| < Mo
(Figura 2.1]). Para ter a certeza que yjy1 pode ser definida em I, e tem o
grafico contido em R, basta tomar a=min{a,b/M}.

Uma forma de provar que uma sucessao em R" é convergente quando se
desconhece um candidato para o limite é provar que é uma sucessao de
Cauchyﬁ. Para provar que {y;(t)} é uma sucessao de Cauchy para t € I,
convém obter uma estimativa para ||y;j;k(t) —y;(t)||. Esta quantidade pode
ser majorada pela soma das normas de diferencas entre termos consecutivos

j+k—1
i ®=y; O < D [Ymer(&)—ym (@)l -

m=j

E preciso mostrar que se pode fazer lly;+x(t)—y;(t)| arbitrariamente pe-
queno tomando j suficientemente grande, o que se pode conseguir se as
distancias ||[ym+1(t) —ym(t)|| contrairem a medida que m cresce. Como

/t £ (5, Y (5)) — F (5 Ym_1(5))] ds

0
t

1 (s, ym(5)) = (5, ym-1(s))| ds

to

Yoms1 (t) —yenl8)]| = \

< , paratel,,

"Weierstrass, Karl (1815-1897).

2Cauchy, Augustin Louis (1789-1857). Diz-se que uma sucessio {vj} em R™ é uma
sucessao de Cauchy se qualquer que seja € > 0 verifica-se ||[vjik—Vj|| < € para j € N
suficientemente grande e todo k€N. Toda a sucessao de Cauchy em R™ é convergente.
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de forma a assegurar que estas distdncias contraem é natural exigir que
exista L >0 tal que

(2.3) I£ (&, y)—f &yl < Lily=y*[l, para (t,y), (t,y")€R,

e tomar a >0 mais pequeno se necessario para que aL <1, pois entao

Iym+1(t) =ym(®)] < (aL) max [ym(s) —ym-1(s)]

[yi+1(8)—y; @) < (L)’ rsrg}nyl(S)—yoH

1y56 () =y; Ol € [1+(@L)+(@L)P+- -+ (LY llyza () —w; (1)

1—(aL)* » (aL)
< ———(al)Yb< —=b
~ l1-aL (L) 1—alL
para j,m,k€Ng,t€l,. Seja e>0. Resulta da ultima desigualdade anterior
que se pode fazer |ly;ik(t)—y;(t)|| <€ tomando j suficientemente elevado.
Em consequéncia, para cada t € I, {y;j(t)} é uma sucessao de Cauchy e,
portanto, converge para um ponto de R™ que se designa por y(t¢). Entao,
ly()—y;@®)| = limpto0 |¥j4x(t) —y;(t)|| < €, para te€l,. Parat,t* €1,
verifica-se

[y @)=y () < ly(@®)=y; @Ol + lly; (&) —y; ) + [ly; () =y )] -
Como y;(t) = y(t), y;(t*) — y(t*) quando j — +o00 e yj é continua em
I, pode-se fazer ||y(t)—y(t*)|| <e tomando j suficientemente grande e ¢, t*
suficientemente préximos. Concluiu-se que a funcao y é continua em I,.

Para completar o esquema indicado no inicio da sec¢ao para estabelecer
a existéncia de solucao resta provar o terceiro passo, isto é, que a fungao
y definida em [, é solugdo do problema de valor inicial (Z.I)). Para j
suficientemente grande verifica-se

‘ /ttf(s,yj(s)) ds — /tf(s,y(s)) ds

0 to
Fazendo o limite j — 400 em ambos os termos da igualdade (2.2)), obtém-se

<

/t Lllys(s)—y(s)l ds| < (aL)e .

0

t
y(t) = yo -|-/ f(s,y(s)) ds, paratel, .

to
Segue-se do Teorema Fundamental do Célculo que y é C! em I, e satisfaz
o problema de valor inicial (2]]). Esta estabelecida a existéncia de solucao
deste problema.
Para provar a unicidade de solucao definida em I, nota-se que se y, z
forem solugoes definidas em [, entao

Hy(t)—z(t)H=‘ [ tyonas— [t
<| [ LIy -alds| < ) max ly(s)-s(s)].

0
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Do Teorema de Weierstrass, a funcao continua ||y —z|| definida no intervalo
compacto I, tem um maximo num ponto 7 € I,. Entao ||y(7)—z(7)| <
(L) |ly(r)—z(7)||. Como aL < 1, é |ly(t)—z(7)|| = 0. Logo para todo
tel,é

ly(8)—2()l| < max|ly(s)—=(s)l| = lly(r)—=z(r) =0,

pelo que y =z, e a unicidade de solu¢ao do problema de valor inicial (3.1)
fica estabelecida.

Na argumentacao anterior a tnica condigao adicional exigida foi (2.3]).
Se D CRxR"™ (ou D CRxC") e f estd definida em D e tem valores em
R™ (ou C") diz-se que f(t,y) é lipschitziana em relacdo a 'y em D se f é
continua em D e existe uma constante L €R tal que

1€t y) £,y < Llly=y*l , para(t,y),(t,y")eD .

Neste caso diz-se ainda que L é uma constante de Lipschitzﬁ de f(t,y)
em relacdo a y em D. Diz-se que f(t,y) é localmente lipschitziana em
relagdo a y num conjunto S C RxR"™ (ou SCRxC") se f é continua em S e
f(t,y) é lipschitziana em relagdo a y em cada conjunto compacto K C S.

Pode-se agora enunciar o resultado de existéncia e unicidade de solucao
local do problema de valor inicial (21]) estabelecido com o argumento an-
terior, conhecido por Teorema de de Picard—Lindel'de, com a hipdtese de
f(t,y) ser localmente lipschitziana em relacao a y.

(2.4) Teorema de Picard-Lindelsf: Seja D CRxR™ (ou D CRxC")
um conjunto aberto, £ uma funcdo definida em D e com valores em R"
(ou C™) tal que £(t,y) € localmente lipschitziana em relagiao a'y em D,
e (to,yo) €D. Entao, a solu¢ao do problema de valor inicial

y=1£(ty), y(to)=yo,

existe e € unica num intervalo I, =[toy—a,to+a], com a>0.

Se I, = [to—a,to+a] e By ={y : |[y—yol < b} sdo tais que
I, x By, C D, M é o mdzimo de ||f|| em I, x By e L é uma constante
de Lipschitz de f(t,y) em relagio y em I, X By, entao pode-se tomar
a=min{a,b/M,1/L} .

Como se viu no capitulo anterior a propédsito do estudo de equacgoes se-
paraveis da forma y=y%, um problema de valor inicial do tipo considerado
pode ter solugoes sem que sejam Unicas, nomeadamente se 0 < a <1, como

3Lipschitz, Rudolf (1832-1903).
“Lindelsf, Ernst Leonard (1870-1946).
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se verificou nos exemplos que consideraram os casos particulares y = {/y?2

ey =Y. Se0<a<l, afuncio f(t,y) =y tem variacoes arbitraria-
mente elevadas para pequenas variacoes de y na vizinhanca de zero, pois
(0f/0y)(t,y) — oo quando y— 0 (Figura 2.2]), o que permite a solugoes com
valores proximos de zero variarem suficientemente rapidamente para pode-
rem intersectar a solucao nula, isto é, para chegarem a zero em tempo finito.
Uma tal situacdo nao pode acontecer para y= f(t,y) se f(t,y) é localmente
lipschitziana em relacao a y com constante de Lipschitz L, visto que, entao,
para t fixo os acréscimos de f(t,y) sao limitados por L vezes os acréscimos
em .

f(y) y(t)
1 y & G t

Figura 2.2: Gréfico de y — /y e nao unicidade
de solugoes de y=./y, y(to) =0

A designacao "localmente lipschitziana” pode parecer a primeira vista
estranha, ja que se refere a funcao ser lipschitziana em conjuntos compactos,
mas € natural adopta-la devido ao resultado seguinte.

(2.5) Proposigao: Seja D C RxR" (ou D C RxC") um conjunto
aberto, £ uma funcdo definida e continua em D e com valores em R"
(ou C™). Entdo f(t,y) € localmente lipschitziana em relagao a'y em D
se e sd se todo (to,yo) € D tem uma vizinhanca V| onde f(t,y) €
lipschitziana em relagdo a'y.

t0,y0)

Dem. Como D é um conjunto aberto, para todo o ponto (tg,yo) € D existe
um subconjunto compacto de D que contém uma vizinhancga desse ponto,
pelo que a necessidade é imediata.

Seja K C D um conjunto compacto, U uma cobertura de K por inter-
valos abertos da forma R = Iy x---Xx [,,11 C D centrados em cada ponto
de K, onde cada I é um intervalo aberto de R, nos quais f(t,y) é lips-
chitziana em relacao a y. Da propriedade de Heineﬁ—Boreﬁ de conjuntos
compactos, U tem uma subcobertura finita V do conjunto compacto K cuja
unidao é um conjunto aberto V O K. Consideramos a particio de V em

®Heine, Heinrich Eduard (1821-1881).
%Borel, Félix-Edouard-Justin-Emile (1871-1856).
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todos os subintervalos definidos por extremos consecutivos de arestas dos
intervalos em V e designamos o conjunto dos correspondentes subintervalos
abertos por {R;: j=1,...,N} (Figura[Z3]). Cada um destes subintervalos
unido a qualquer um dos subintervalos adjacentes e a sua fronteira comum
estd contido num dos elementos de V, no qual f(¢,y) ¢é lipschitziana em
relacao a y. Designa-se por L; o maximo das constantes de Lipschitz nas
unices de R; com cada um dos subintervalos abertos adjacentes e com a
sua fronteira comum e designa-se por A; a uniao dos subintervalos abertos
adjacentes a I;. Define-se a funcao definida no conjunto compacto K pe-
las razoes incrementais de f consideradas na definicdo da derivada de f por
g(t,y,y") =£(t,y)—£(t,y")|/lly—y*| para (t,y),(t,y") € K com y #y".
A funcao g é majorada por L; em {(t,y,y*): (t,y*) € R;,(t,y) € Rj U A;,
y#y*}. Por outro lado, como g é continua no conjunto compacto {(¢,y,y*):
(t,y*)€Rj, (t,y)€ K\ (R;UA;)}, resulta do Teorema de Weierstrass que
g tem um maximo M; neste conjunto. Com L=max{L;, M;: j=1,...,N},
para todo (t,y*) € Bj, (t,y) € K com y # y* verifica-se g(t,y,y*) < L, ou
seja ||f(t,y)—f(t,y*)|| < L|ly—y*|. Esta desigualdade também é (trivial-
mente) verificada no caso y =y*. Portanto, L é uma constante de Lipschitz
de f(t,y) em relacdo a y em K. Fica assim estabelecida a suficiéncia da
condicao enunciada. Q.E.D.

Figura 2.3: Ilustragao de apoio a prova da Proposicao (2.5)

A condigao de f(t,y) ser localmente lipschitziana em relacao a y em D
corresponde a exigir que as correspondentes razoes incrementais relativas
a y sejam limitadas na vizinhanca de cada ponto, pelo que é mais fraca
que a diferenciabilidade e mais forte que a continuidade em y. Em caso de
diferenciabilidade, a norma da derivada de f em ordem a y é limitada em
cada ponto pela correspondente constante de Lipschitz. Assim, é de esperar
que f seja automaticamente localmente lipschitziana se é continua e 9f /Jy
existe e é continua em D, como se estabelece a seguir.
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(2.6) Proposicao: Seja D CRxR"™ (ou D CRxC™) um conjunto aberto,
f uma funcgao definida e continua em D e com valores em R™ (ou C™).
Se (0f/0y) (t,y) existe e € continua em todo (t,y)€ D, entdo f(t,y) é
localmente lipschitziana em relagdo ay em D.

Dem. Devido ao resultado anterior, basta provar que f(t,y) é lipschitziana
em relacdo a y em toda a bola fechada B C D. Considera-se primeiro o caso
D CRxR™. O Teorema de Weierstrass garante que as derivadas parciais das
componentes de f sdo limitadas no conjunto compacto B, isto é, existe M >0
tal que |0fx/0y;| <M em B, para k,j=1,...,n. Para (t,y), (t,y*) € B com
y #y”*, resulta do Teorema do Valor Intermédio aplicado a cada componente
fjde f=(f1,..., fn) que existe um ponto z; no segmento de recta que une

(t,y) a (t,y*), tal que !
Lfiy) =iy =V fi(z) - (y=y7)l
<|\\VHE)| Nly=y*l < vVaM |ly—y*|| .

Portanto ||f(t,y)—f(t,y*)|| <nM |ly—y*|| para (t,y),(t,y*) € B. Conclui-
se que f(t,y) é lipschitziana em relacdo a y em B, com constante de Lipschitz
nM. Para D CRxC" aplica-se uma argumentacao andloga as partes real e
imaginaria das componentes de f. Q.E.D.

y(®)

Figura 2.4: Conjunto onde f(t,y)= /t+y2/(t>+y)
¢é localmente lipschitziana em relacao a y
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(2.7) Exemplos:

1. A equacdo diferencial 7= {/t+y2/(t*+y) é da forma 3= f(t,y), com
f(t,y)=¥/t+y?/(t*+y) definida no conjunto A= {(t,y) €R?: y#—t2}.
Os métodos de resolucao de equacgoes diferenciais do capitulo anterior
nao permitem resolver esta equacdo. Apesar disso, como f é C! em
D = A\{(t,y) € R? : t # —y?} (Figura 2.4, sabe-se da proposicio
anterior que f(t,y) é localmente lipschitziana em relacdo a y em D.
Portanto, o Teorema de Picard-Lindel6f garante que os problemas de
valor inicial y(ty) = yo para a equacao dada, com yg # —tg ety #
—y3, tém solucio local tnica, definida num intervalo que contém ¢y no
interion].

2. A equagdo diferencial §j+ (y>+9%? —1)y+y = 0 pode ser escrita na
forma de um sistema de primeira ordem y =f(t,y), com y = (y1,v2),
y1=y, y2=9 e f(t,y) = (y2, —(y7 +y5— 1) y2a—y1). A funcao f é C'
em R3, pelo que a proposicao anterior e o Teorema de Picard-Lindelsf
garantem que os problemas de valor inicial y=£(t,y), y(to) =yo, com
(to, yo) €R3, tém solucdo tinica y definida num intervalo que contém tg
no interior. Assim, os problemas de valor inicial y(to) =vo, ¥(to) = vo,
com tg, Yo, vo €R, para a equacao escalar de segunda ordem dada tém
solucao unica y definida num intervalo que contém %y no interior.

O Teorema de Picard-Lindelof estabelece a existéncia e unicidade de solu-
¢ao local de problemas de valor inicial y=f(¢,y), y(to)=yo, sob a hipétese
de f(t,y) ser localmente Lipschitziana em relagdo a y numa vizinhanca de
(to,y0) €ER™. Porém, para garantir existéncia local de solugdo do problema
de valor inicial basta que f seja continua numa vizinhanga de (to,yo). A
demonstragao deste resultado, conhecido por Teorema de Peano é, pode
ser feita com base em aproximagoes obtidas pelo método de Euler como se
mostra no apéndice A.

E de notar que, ao contrario da sucessao de aproximagoes obtidas pelo
método de Euler, a sucessao de aproximacoes utilizadas na prova do Teorema
de Picard-Lindelof, a que se chama aproximacgoes de Picard, é muito ma
do ponto de vista de calculo numérico. De facto, nao sé exige executar uma
integracao em cada passo e actualizar os valores da aproximacgao ao longo
de todo o intervalo, como os intervalos tém de ser suficientemente pequenos
para se obter convergéncia e s6 depois se pode passar a um intervalo seguinte.

"Apesar de f(t,%) ndo ser localmente lipschitziana em relacdo a y em A, é continua
neste conjunto, pelo que do Teorema de Peano considerado no apéndice A todo o problema
de valor inicial em A tem solucao.

8Peano, Giuseppe (1858-1932).
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2.3 Prolongamento de solucoes a intervalos
maximos

Sabe-se da secgao anterior que o problema de valor inicial (2]) tem solugao
local tnica quando f(¢,y) é localmente lipschitziana em relagdo a y num
conjunto aberto D C RxR"™ (ou D C RxC") que contém (tg,yo). Este
resultado é importante por si sé, mas o seu grande interesse resulta de uma
solugdo definida num intervalo I, = [ty — a, tp+ ], com « > 0, poder ser
prolongada a um intervalo méximo de defini¢do e das Unicas limitagoes ao
prolongamento serem as que ja foram observadas no capitulo anterior para
equagoes separaveis, nomeadamente: ser atingida a fronteira do dominio de
definicao de f, ou a solucao explodir.

E o que se estabelece no resultado seguinte, onde (¢,y(t)) —dD quando
t—a* out—b~ significa que todos os pontos limite de t — (¢,y(t)) quando
t—a’ out— b~ pertencem a 9D, ou seja, o limite de qualquer sucessiao
{(t,y(tx))} convergente, com a sucessao {tx} CJa,b[ a convergir para a ou
b, pertence a dD.

(2.8) Teorema: Seja D CRXR™ (ou DCRXC™) um conjunto aberto,
f uma funcdo definida em D e com wvalores em R™ (ou C™) tal que
f(t,y) € localmente lipschitziana em relagao a'y em D. Entdo, toda
a solugao 'y de y = f(t,y) num intervalo J tem uma extensio a um
intervalo mdzimo de defini¢ao Ja,b[ D J e verifica-se (t,y(t)) — 0D ou
l(t,y(t))|| = o0, quando t — a™ out — b~.

Dem. Prova-se o prolongamento para a direita (para a esquerda é anélogo).
Sem perda de generalidade supoe-se que J é um intervalo fechado [c, by] (caso
contrario toma-se um seu subintervalo fechado).

Seja K um conjunto compacto e V' um conjunto aberto limitado tais que
(bo,y(bo)) € KCV CV C D. Designa-se por d a distancia de K a fronteira
de V, d=inf{||k—v||: ke K,vedV}, por M o maximo da func¢ao continua
|£]l no compacto V e por L uma constante de Lipschitz de f(¢,y) em relagio
ayemV. E claro que d>0 e existem «, 3>0 com Ma<f e La<1 tais que
{(t,y): |t-b| <a, ||ly—x|| < B} CV para todo (b,x) € K. Segue-se do Teorema
de Picard-Lindelsf que a solugao y que satisfaz y(b) =x, com (b, x) € K, pode
ser definida no intervalo [b—a«, b+a]. Assim, a solu¢ao y definida em [c, bg]
pode ser prolongada ao intervalo [c¢, bp+a]. Se (bo+a, y(bo+a)) € K, repete-
se o prolongamento anterior um numero finito de vezes até obter y definida
num intervalo [c, b] tal que (by,y(b1)) ¢ K.

O conjunto D pode ser aproximado, tanto quanto desejado, por conjuntos
abertos limitados Vi, ={(t,y) € D : |t| <k, |yl <k, dist((t,y),0D) > 1/k},
k € N, onde dist designa aqui a distancia de um ponto a um conjunto,
pois D = U |V, (Figura 2Z3)). Como Vi é compacto, o argumento an-
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terior garante que a solugdo y pode ser prolongada a intervalos [c, bg],
com (bg,y(br)) € D\Vi—1. Da definicdo de Vj_; resulta |bx|] > k—1 ou
lly(b)|| > k—1 oudist ((bg,y(bg)),0D) <1/(k-1), pelo que, quando k — +o0,
ou by — 400 ou |y(bg)|| = 400 ou (bg,y(bx)) — 9D. A sucessao {by} ¢
crescente e, portanto, tem limite b € R U {4+00}. Se b # 400, verifica-se
lly (by)|| = +o00 ou (bg,y(bg)) — 0D, com by, — b, pelo que a solu¢ao y nao
pode ser prolongada para além do instante b. Para provar que |y (¢)|| — 400
ou (t,y(t)) = 9D quando t — b, é necessério verificar que nenhum ponto
limite de uma sucessao {(t;,y(¢;))}, com t; <b,t; = b, pode ser interior a D.
Suponha-se, entao, que y(t;) = y*. Se (b,y") pertencesse a D pertenceria
a um dos conjuntos compactos V;, considerados acima e a solucdo y seria
prolongavel a um intervalo [¢,b+«] com « >0, contrariando a impossibili-
dade de prolongar a solu¢ao y para além do instante b. Logo (b,y*) € D e
(t,y(t))— 0D ou ||y(t)|| = +oc quando t —b".

Q.E.D.

=
\\@
o

s

Figura 2.5: Conjunto aberto como uniao numeravel de conjuntos compactos

E

Uma consequéncia deste teorema é que o valor de « no intervalo I,
de definicao da solucao local estabelecida no Teorema de Picard-Lindelof
a = min{a,b/M,1/L} pode agora ser modificado para o = min{a,b/M},
visto que a solucao nao pode deixar o conjunto I, X By para t € I,, e,
portanto, nao explode nem sai de D. Assim, a restricao ao comprimento
do intervalo de definicao da solucgao relativa a constante de Lipschitz L em
1, x By deixa de ter de ser considerada.

Uma forma de estabelecer em casos concretos que uma solugao pode
ser prolongada até que a sua trajectoria sai do dominio de definicao da
funcao f que define a equacao consiste em majorar a norma da solu¢ao por
uma funcao limitada em intervalos limitados. Para este efeito é tutil poder
comparar os valores de solucoes de equacoes diferenciais escalares diferentes
como na proposicao seguinte.
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(2.9) Proposicao (Método de Comparacgao): Seja D C RxR um
conjunto aberto, f,g: D —R funcoes tais que f(t,y), g(t,y) sdo local-
mente lipschitzianas em relagdo a y em D e satisfazem f(t,y)<g(t,y)
para (t,y) € D. Entdo, se y satisfaz §y = f(t,y), y(to) = yo, com
(to,y0) € D e u € solugio de i = g(t,u), u(ty) = uo > yo, num in-
tervalo que contém ty no interior, entao y(t) < u(t) para todo t > tg
nesse intervalo.

Em particular, se [tg,a] estd contido no intervalo mazimo de defini-
¢ao da solugao u da equacdo diferencial considerada, entdo y € majo-
rada em todos os pontos do seu dominio que pertencem aquele intervalo
pelo que nao explode para +00 nesse intervalo, e se y explode para +oo
num ponto b € |tg, +oo| entdo o intervalo mdzrimo de definicio de wu
como solugdo da equagdo diferencial estd contido em | — oo, b| pelo que
u explode ou atinge 0D num ponto t€ |ty,b] (Figura[2.4).

Dem. Suponhamos que nao se verifica y(t) <u(t) para todo t na intersecgao
dos intervalos de defini¢ao das duas fungoes. Entao existe um intervalo [t1, ¢2]
contido nessa intersecgao tal que y(t1) =u(ty) e y(t) > u(t) para t € |ty, ta].
Logo y(t)—y(t1) >u(t)—u(t1) para t€|t, to], e

t1,y(t) = y(t) = I
Fltuyt)) = g(t) = lim ==—~ ittt

= ?l(tl) = g(tlvu(tl)) ’

em contradi¢ao com f(¢,y) <g(t,y). Portanto, tem de verificar-se y(t) <wu(t).
As restantes afirmacoes no enunciado obtém-se com o teorema 28 Q.E.D.

/
[ [

t() a to t b

Figura 2.6: Método de Comparacao

O Método de Comparacao estabelecido no resultado anterior pode ser
aplicado para majorar ou minorar uma solucao de uma equacgao diferen-
cial. Portanto, em condigoes apropriadas pode ser usado para assegurar
que, quando o tempo cresce, a solucao nao explode para +oc num dado
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intervalo, mas noutras condigoes pode ser usado para assegurar que a So-
lucao explode para 400, dependendo de se considerarem funcoes auxiliares
para comparagao, respectivamente, maiores ou menores do que a solucao
considerada. A situacdo é semelhante para a explosao de solugoes para —oo
trocando na afirmagao anterior maiores com menores. As alteragbes apro-
priadas a consideragao da possibilidade de explosao de solugoes quando ¢
decresce também sao simples de obter.

Em aplicacoes é muitas vezes importante averiguar se as solucoes ex-
plodem ou nao. De facto, se a equacao diferencial considerada descreve a
evolucao de um dado sistema fisico, quando ha uma explosao a evolugao do
sistema termina com pelo menos uma das variaveis que o descreve a tender
para infinito. Este facto ou se traduz no comportamento fisico do sistema
ou significa que o modelo nao é adequado a essa situacao, o que em qualquer
dos casos tem importancia pratica.

Aplicando a proposicao anterior a majoracoes da norma de solucoes de
equagoes diferenciais em R™ (ou C") obtém-se o resultado seguinte.

(2.10) Corolario: Seja D CRXxR"™ (ou DCRxC") e S CRxR con-
Juntos abertos, £ uma funcao definida em D e com valores em R™ (ou
C"), e g: S — R* tais que f(t,y) e g(t,u) sio localmente lipschitzia-
nas em relacéo ay em D e a u em S, respectivamente, e satisfa-
zem ||£(t,y)|| < g(t,|lyll) para (t,y) € D. Entao, se'y é a solugao de
y=1£(t,y), y(to) =yo, com (t,|y(t)||) €S para t no intervalo mdzimo
de defini¢ao da solugdo 'y, e u € solugao de u=g(t,u), u(ty)=ug, com
llyoll <wo, verifica-se ||y(t)|| <u(t) para todo t >ty na intersec¢io dos
intervalos mdximos de definicdo destas solucdes.

Em particular, se [to,to + a| estd contido no intervalo mdzimo de
definigcao de w, entdo ||y|| € majorada em todos os pontos do seu domi-
nio que pertencem ao intervalo [tg,to + a], pelo que nao explode neste
intervalo.

Dem. Em todos os instantes ¢ onde y(t) # 0, é

% Hy(t)H = % (y(t) . y(t))l/Q _ y(t .
YOO+ Iy - 3O _ 213@I Iy @]
- 2[ly@®)ll = 2y

onde ¥ designa a fungao complexa conjugada de y. Assim, v=||y|| satisfaz
em todos os intervalos onde nao se anula a desigualdade v <||f(¢,y)|| <g(t,v).
Como nos instantes t onde y(t) =0 ¢é ||y(¢)|| =0 <wu(t), uma argumentagao
analoga a da demonstracao da proposicao anterior aplicada a intervalos com
inicio em 3 ou em instantes onde y se anula garante que também nestes
intervalos ||y (¢)|| = v(t) < wu(t). A udltima afirmagdo no enunciado é con-
sequéncia directa do que ja foi estabelecido. Q.E.D.
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(2.11) Exemplos:

1. A equacdo diferencial §=y cos(t+vy)/(1+2y?) é da forma = f(t,y),
com f(t,y) =y cos(t+y)/(1+2y?). Esta funcio estd definida e é C!
em R2, pelo que é localmente lipschitziana. Do Teorema de Picard-
Lindel6f, os problemas de valor inicial y(ty) =yo para a equacao dada
tém solucao local tinica para todos tg, yo € R.

come yllcos(t+y)l _ lyl _ 1
y||cos(t +y Y
t’ = ] — = — s
17(t9)l 1+ 242 20 2Jy]
verifica-se |f(t,y)| < g(t,]y|), com g(t,u) = 1/(2u). A equagdo
4 = 1/(2u) é separdvel e a sua solucao com u(ty) = ug > 0 é

u(t) = (t+ ug —to)'/?, definida no intervalo Jtg —u2, +0o[. Do coro-
lario anterior obtém-se que cada solugdo y da equacao dada satisfaz
ly(t)| <wu(t) para t >ty, com ug=y(to).

Para analisar o caso t <t( aplicando o coroldrio anterior pode-se fazer
a mudanca de variaveis que corresponde a trocar o sentido do t na
vizinhanga de to, mais especificamente z(t) =y(to—(t—tp)), obtendo-se
Z=—f(to—(t—to), ). Como |— f(to—(t—t0),2)| <1/(2|z[)=g(t,|2]),
resulta do coroldrio acima que cada solucao satisfaz |z(t)| <wu(t) para
t>tg, com ug=z(ty), pelo que |y(t)| <|z(to—(t—1t0))| <u(to—(t—1tp))
para t <tg.

Portanto, todas as solucoes da equacao dada sao globais. Por exemplo,
o gréfico da soluc¢ao com valor inicial y(0) =1 estd contido na conjunto
indicado na Figura 2.71

y(®)

—
/1\

Figura 2.7: Conjunto que contém o grafico da
solugao de y=y cos(t+y)/(1+2y?), y(0)=1

2. Considera-se o problema de valor inicial §=(1+%)3+1°/3, y(0)=1. A
equacio é da forma j= f(t,y), com f(t,y)=(14+1)% + y*/3. A funcio
[ estd definida e é C! em R?, logo f(t,y) é localmente lipschitziana
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em relacio a y em R? e o teorema de Picard-Lindelof assegura que o
problema de valor inicial considerado tem solucao local tnica.

Para t >0 é f(t,y) > g(t,y), com g(t,u) =u’/3. A equacio 1= u"/3
é separdvel e a sua solucio com u(0) =1 é u(t) = [-2(t—3/2)/3]7%/2,
definida no intervalo | — o0, 3/2 [, e explode para +0oo no ponto 3/2. Da
Proposigao ([Z9) obtém-se y(t) > u(t) para t >0, pelo que y explode
num ponto do intervalo ]0,3/2].

Para aplicar a Proposigao ([2.9]) para estudar o intervalo de definigao da
solugao y para t <0 convém considerar a mudanca de varidveis z(t) =
y(—t). Entao z satisfaz 2="h(t, z), 2(0)=1 com h(t,z)=(t—1)3—25/3.
Para 0 <t <a é —1—2°/% <h(t, z) < (a—1)3—2%/3. Assim, para a€|0, 1],
2>0,0<t<aéz=nh(tz) <0, pelo que z(t) <1 para 0 < t < a.
Analogamente, para a>1, z>a%%, 0<t<a é Z= h(t,z)< a—2%/3 <0,
pelo que z(t) < a%/5. Portanto, z nao explode para 4+oo para t > 0.
Por outro lado, para 0<t <a, z<—1 é Z=h(t, z)>1—z5/3 > 0, pelo
que z(t)>—1. Assim, z nao explode para —oo para t>0. Conclui-se
que o intervalo méaximo de definicao de z inclui [0, +o0o[ e o intervalo
méximo de definigao de y(t)=z(—t) inclui | — oo, 0].

Segue-se do teorema 2.8 que o intervalo maximo de defini¢ao da solugao
do problema de valor inicial considerado é da forma | — oo, b[, com
b < 3/2. Conclui-se, também, que o gréfico de y estd contido no
conjunto indicado na Figura 2.8

y(t)

—t9 u(t)

‘ .
-1 3/;2

_

Figura 2.8: Conjunto que contém o grafico da solugao de
J= (1+1)3+47/5, y(0)=1, onde u(t) = (1—2t/3) /2

3. Considera-se a equacao diferencial do Exemplo (2712

j+ W+ -1)yg+y=0
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que pode ser escrita na forma de um sistema de primeira ordem
y=£(t,y), com y=(y1,y2), y1=y, y2=y e

f(t,y) = (y2, —(yi+y5—1)y2 — v1)

Se y é uma solucao deste sistema, a fungao u(t) = ||y||2 =y?+y2 tem
derivada

U = 2y191+2y292 = 2y1y2 — 2y2 (Y1 +y5 —1)ya — 2yoy1 = 2(u—1)y3 .

Assim, se u(t) >1 para ¢t num intervalo J, entdao 4 <0 e u ¢é decrescente
em J. Conclui-se que u(t) < max{l,u(tg)} para t > ty, onde ty é
um ponto qualquer do intervalo de definicao de y, pelo que u ey
sao limitadas para ¢ > tp no intervalo de definigado destas solugoes.
Conclui-se que y(t) nao explode para ¢t >ty e obtém-se do teorema
2.8 que os intervalos méximos de definicdo das solucoes da equacao
y = f(t,y) sao todos ilimitados para a direita, isto é, sao do tipo
|a, +o00[ com a real ou —co. Assim, os problemas de valor inicial para
a equagao escalar dada, com y(to) =yo, ¥(to)="o, to,yo,vo €R, tém
solugao unica y definida num intervalo do tipo |a, +00[ que contém .

2.4 Dependéncia continua de solucoes em condi-
coes iniciais e parametros

Nas seccOes anteriores estabeleceram-se condigoes bastante satisfatorias para
existéncia, unicidade e prolongamento de solugoes de problemas de valor ini-
cial de equacoes diferenciais ordinarias. Contudo, ha uma questao de grande
importancia, tanto pratica como tedrica, que nao ficou esclarecida, nome-
adamente a dependéncia continua dos valores das solugoes nas condigoes
iniciais. Na verdade, as equagoes diferenciais seriam intteis para a grande
maioria das suas possiveis aplicagoes em ciéncias experimentais se os valores
das solugoes num dado instante de tempo variassem drasticamente com va-
riagoes arbitrariamente pequenas de condigoes iniciais ou de parametros da
equacao, dado que do ponto de vista experimental é impossivel determinar
com toda a precisao os valores das condigOes iniciais e dos parametros da
equacao. Por outro lado, de um ponto de vista estritamente matemaético, a
falta de continuidade das solucoes em relagao as condigoes iniciais seria fatal
para o desenvolvimento da teoria qualitativa de equacoes diferenciais.

Felizmente, acontece que a dependéncia continua de que estamos a falar
ocorre automaticamente quando sao satisfeitas as condicoes do Teorema de
Picard-Lindelof atrds apresentado. Nessas condicoes, designa-se o valor da
solucao do problema de valor inicial y =f(¢,y), y(to) =yo, no instante ¢ por
y(t;to,yo0). Sabe-se que para cada (tg,yo) € D existe um intervalo méximo
de defini¢ao da solucao, Ja(tg,yo), b(to,yo)[. Assim, no conjunto
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E ={(t,t0,y0) : (to,y0) € D, t €la(to,yo),b(to,yo)[ } ,

a que se chama dominio de definicao das solugoes da equacao di-
ferencial, as solugoes dos problemas de valor inicial considerados definem
uma fun¢éo que da os valores das solu¢oes em cada instante correspondentes
a cada condigao inicial por Y (¢,to,yo0) =y (¢; to,yo). Pretende-se estabelecer
que esta funcao é continua.

(2.12) Teorema: Seja D CRxR"™ (ou D CRxC"™) um conjunto aberto,
f uma funcao definida em D com valores em R™ (ou C") tal que f(t,y)
€ localmente lipschitziana em relagao a'y em D, e E o dominio de
definigao das solugoes de y =1 (t,y). Entao E € um conjunto aberto de
RXRXR™ (ou RxRxC") e Y:(t,tg,y0)—y(t;to,yo) € continua em E.

Dem. Prova-se primeiro a continuidade da fungao (h, z) — y(t;to+h,yo+2)
com (to,yo0)€D e te]a(to,yo),b(to,yo)| fixo.

Como D é um conjunto aberto, para |h|, ||z|| suficientemente pequenos
(to+ h,yo +2) € D. Para todo s na intersecgao dos intervalos maximos de
definigao das solugbes com condicoes iniciais (tgt+h, yo+z) e (to, yo) verifica-se
para |h|, ||z|| suficientemente pequenos

y(s,to+h,yo+2z) — y(sito,yo)

s

=<yo+@-+/" £ (r,y(rito-+h, yo+7)) dr
to+h

— Yo _/ f(ﬂY(T%thYO)) dT
t,

0

=z+/ (£ (r, y(r:to-+h, yo+2)) — £ (r, y(r:t0, yo))] dr
to+h

to+h
- / f(T,Y(7'§thYO)) dr )
t

0

e, com v(s) =y(s,to+h,yo+z) — y(s;to,yo), verifica-se

v(s) < ||z|| + /0441 If(r,y(;to+h,yo+2z)) — f(1,y(7; t0,¥0))| dr
t

to+h
4—/ I£(r, y(r:t0, o)) dr
t

0

O conjunto K = {(s,y(s;t0,y0)) : min{to,t} <s < max{tp,t}} C D é
compacto porque é a imagem do intervalo compacto [min{tg, ¢}, max{tg,t}]
pela funcao continua s — (s,y(s;tg,¥0)). Como D é aberto, existe € >0 tal
que o conjunto compacto K, dos pontos de RxR™ (ou RxC") a distancia de
K menor ou igual a € estd contido em D (Figura 29]). Devido ao Teorema
de Weierstrass, a fungao continua [|f]] assume um valor méximo M em
K.. Por outro lado, f(t,y) ¢é lipschitziana em relagdo a y em K., com
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ty t

Figura 2.9: Conjunto compacto em torno de um segmento de trajectéria

uma constante de Lipschitz que designamos por L. Portanto, se |h|, ||z]|
sao suficientemente pequenos e (7,y(7;to+h,yo+2)) € K. para 7 € J =

[min{tg, to+h,t}, max{tg,to+h,t}], entao
S
/ v(T) dr
to+h

Esta desigualdade pode ser explicitada para v(s) por aplicagdo de um re-
sultado geral muito 1til conhecido por desigualdade de Gronwalﬂ que
se prova a seguir a presente demonstracao, dando

v(s) < (||l +M|n]) eH>=to=m .

Tomando |h|, ||z|| suficientemente pequenos consegue-se v(s) < e para todo
s € J, o que garante (1,y(7;tg+h,yo+2)) € K. para 7 € J, como tinha
sido suposto acima. Em particular, para |h|, ||z| suficientemente pequenos
a solugao t — y(t;to+h,yot+ z) nao explode nem atinge 9D para t € J, pelo
que o intervalo maximo de definicao de cada uma destas solugoes contém .J .
Ficou provada a continuidade de (tg,yo0)—y(t;to, yo) para cada t€ J fixo.

A existéncia de solugao local com valor inicial y(¢; to+h, yo+2) no instante
t implica que y(t+s;to+h,yo+2) estd definida para |s| suficientemente
pequeno, pelo que (t + s;to+h,yo+2) € E para |s|, |h|, ||z|| suficientemente
pequenos. Portanto, o dominio de definicao das solugoes é um conjunto
aberto. Além disso,

lly(t+ s;to+h,yo+z) — y(t;to,yo)ll
< ly(t+s;to+h,yo+2z) — y(t;to+h,yo+2)|

+ [y (t:to+h,yo+2z) — y(t;to, yo)ll -
O primeiro termo no lado direito pode ser feito arbitrariamente pequeno to-
mando |s| suficientemente pequeno, pois a solucao t +— y(t; to+h, yotz) é C1,
e portanto continua. Ficou estabelecido acima que o segundo termo pode
ser feito arbitrariamente pequeno tomando |hl, | z|| suficientemente peque-
nos. Concluiu-se que Y :(t,to,yo)—y(t;to,yo) € continua em E. Q.E.D.

v(s) < ||zl + M|h| + L

9Gronwall, Hakon (1877-1932). Quando imigrou para os EUA em 1904 adoptou o nome
T.H. Gronwall.
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(2.13) Lema (Desigualdade de Gronwall): Se JCR ¢ um intervalo,
C>0,L>0c¢ u:J—)RéF € uma fungdo continua nao negativa tal que

/tt u(s) ds

u(t) < Cellt=tl | parate J.

u(t) <C+L , parateJ,

entao

Dem. Considera-se primeiro t >ty. Com v(t) = fti) u(s) ds, resulta do Teo-
rema Fundamental do Célculo que o(t) =u(t) <C+Luv(t). Ou seja, obtém-se
a inequagao diferencial © <C+ Lwv que s6 difere da equacao diferencial linear
v =C+ Lv pela igualdade ser uma desigualdade. Considerando o factor de
integracao usado para esta equagao linear, obtém-se

% e_L(t_tO)v(t)} = e ) [5(1) = Lo(t)] < Ce tEt0)

Integrando de ty a t, obtém-se

e )y (1) —u(tg) <

=~IQ

|:1_€7L(t7t0):| .
Como v(tg) =0, é v(t)<(C/L) [eL(t’tO)—l]. Logo

u(t) < C+Lo(t) < Cellt=t) = ¢ ellt=tl | parateJ, com t>1t .
Para t <ty considera-se uma mudanca de varidvel que transforma t <ty em

T > to & mesma distancia de tg, 7 =2ty —t e w(7) = u(2ty —7), para obter
w(t) < Cellm=tl ¢ portanto, u(t) < Cellt—tol Q.E.D.

O teorema seguinte estabelece um resultado de dependéncia continua
na funcao que define a equagao diferencial, nomeadamente quando esta é
aproximada uniformemente por outras funcoes. Diz-se que uma sucessao
{£;} de fungoes definidas num conjunto S CR¥ (ou S C C*) e com valores em
R"™ (ou C™) converge uniformemente em subconjuntos compactos de
S para uma funcao f também definida em S e com valores em R" (ou C"),
e escreve-se f; —f uniformemente em subconjuntos compactos de S,
se quaisquer que sejam o conjunto compacto K C S e § >0 existe N €N tal
que ||f;(x)—f(x)|| <0 para todos j >N e xe K.

(2.14) Teorema: Seja D CRxR"™ (ou D CRxC") um conjunto aberto,
f ef;, jeN, fungoes definidas e continuas em D com valores em R™ (ou
C") tais que £(t,y) e f;(t,y) sao localmente lipschitzianas em relagdo a
y em D, respectivamente E e E; os dominios de defini¢ao das solugoes
destas equagoes, e Y e Y; as fungoes definidas nestes conjuntos que
dao os wvalores das solugées em cada instante correspondentes a cada
condigao inicial. Se £; —f uniformemente em subconjuntos compactos
de D, entao Y;—Y uniformemente em subconjuntos compactos de E.
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Dem. A demonstragao ¢ semelhante a do Teorema (2.I2]), considerando
termos adicionais com acréscimos respeitantes a aproximacao de f por fj,
pelo que se omitem alguns detalhes que podem ser preenchidos com base
nessa demonstragao. Assim, para |h|,|z| suficientemente pequenos, toma-se
v(s)=|Y;(s,to+h,yo+2z) — Y(s,t0,y0)|| e desenvolve-se

Yj(s’ t0—|—h, YO+Z) - Y(S’ Lo, y0)

S

~ (yo+2) + / £ (7., (r.to+h, yo+2)) dr
to+h

— Yo _/ f(T,Y(T, thYO)) dr
t

0

=z+ / [f] (T7 Yj(T7 t0+h7 YO+Z)) —f (T7 Y(Ta t07 YO))] dr
toth

to+h
- / f(T’Y(T’ thyO,AO)) dr )
t

0

pelo que

v(s) < [l=z] + / 155 (7, Y (7. to+h, yo+2))— £(7,Y; (7. to+h, yo+2))|| dT
to+h

T / 1£(r, Y (7. o+ yo+2))— £(r. Y (7.0, yo))| dr
to+h

to+h
+ [l Y o yo)) | dr
t,

0

Analogamente & prova do teorema ([2I2]) e tendo em conta que f; — f uni-
formemente em subconjuntos compactos de D, qualquer que seja ¢ >0, para
j suficientemente grande obtém-se

v(s) < llzll + [s—(to+h)[ 6 + L + Mih] .

/ u(T) dr
to+h
Neste caso a desigualdade de Gronwall d&a
v(s) < (llz]l + |s=(to+h)[ 6 + M]n|) eH>=ro =M.

Prossegue-se de forma semelhante a da prova desse teorema. Q.E.D.

No caso em que a funcao que define a equacao diferencial depende con-
tinuamente de um ntumero finito de parametros reais (ou complexos), o re-
sultado de dependéncia continua em relacao a parametros assume a forma
seguinte.
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(2.15) Corolario: Seja D* CRXR"XR™ (ou D* CRxC"xC™) um con-
junto aberto, £ uma funcdo definida e continua em D* com valores em
R™ (ou C™) e f(t,y,A) localmente lipschitziana em relagao a'y em D*,
e E*={(t,t0,¥0, ) : (t0,¥0, Xo) € D*, t €a(to,yo, Ao), b(to, ¥0, Ao)[ },
onde o intervalo € o intervalo mdximo de definicdo da solucdo de
y =1£(t,y, o) com condigao inicial y(ty) =yo. Entio E* é um sub-
conjunto aberto de RXRxR"XR™ (ou RxRxC"xC™) e a fungao
(t,to,¥0, o) — Yy (t;t0,¥0,Xo) € continua em E*.

Dem. Qualquer que seja a sucessao {\;j} C R™ (ou {\;} € C™) tal que
Aj = Ao, definindo f;(t,y) = f(t,y, \;) verifica-se para j suficientemente
grande que f; — fy uniformemente em subconjuntos compactos de D =
{(t,y): (t,y, o) € D*}. O teorema anterior garante que Y; — Y unifor-
memente em subconjuntos compactos de D, onde a notacao é a introduzida
nesse teorema. Qualquer que seja A >0, para j suficientemente grande ¢é

1Y (t+s,to+h,yo+2)—Yo(t+s,to, yo)|
< [[(Y;=Yo) (t+s,to+h,yo+2)|
+Yo(t+s,to+h,yo+z)—Yo(t+s,to, yo)ll
<A+ [ Yo(t+s,to+h,yo+z) — Yo(t+s,to,yo0)|| -

Como A >0 é arbitrario e Y é continua, tem-se o resultado. Q.E.D.

Dada a importancia das propriedades de existéncia, unicidade e depen-
déncia continua das solugoes em relacao aos dados (instante e valor iniciais,
parametros, e instantes de tempo onde as solugoes estao definidas) para que
equagoes diferenciais possam ser modelos Uteis em ciéncias experimentais
e, também, para o proprio estudo matematico das solucgoes, J. Hadamard@
introduziu a nocao de problema bem posto para referir exactamente um
problema que satisfaz as propriedades indicadas.

Convém observar que, apesar da dependéncia continua das solugoes nas
condicgoes iniciais, as solucoes podem ter grande sensibilidade a pequenas
variagoes de condicoes iniciais, como ¢ ilustrado no exemplo seguinte.

(2.16) Exemplo (Equacgoes de Loren): O sistema de trés equacoes
diferenciais escalares

T =a(y—x)
y=br—y—zxz ,
z=xy—cz,

onde a,b,c € R sao constantes foi considerado pelo investigador em meteo-
rologia E. Lorenz em 1963, como modelo do movimento de ar na atmosfera

"Hadamard, Jacques (1865-1963).
"Edward Lorenz (1917-).
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com o objectivo de analisar a possibilidade de previsao meteorolégica por
resolucao computacional de equacoes que descrevem o movimento de fluidos.

O sistema pode ser escrito na forma y = f(y), com f : R?* — R3 tal
que f(x,y,2) = (a(y—2),bx —y—2x2, 2y —cz). A funcio f é C' e portanto
localmente lipschitziana em R3. O Teorema de Picard-Lindel6f garante que
cada problema de valor inicial y(¢9) =yo para esta equacao diferencial tem
solucao unica e o ultimo teorema anterior garante que a solucao depende
continuamente da condicdo inicial (¢p,yo) € R xR? e dos parametros da
equacao a, b, c.

E f4cil calcular as solucoes constantes igualando a zero a derivada da
solucdo, ©= =2 =0, o que dé as condicdes y=z, (b—1—2)z=0 e cz=22.
Se a#0, estas condigoes sao sao satisfeitas se e sé se (z=y=x=0) e (z=
b—1, y=x==%4/c(b—1)). Portanto, se a, ¢, (b—1)#0 o sistema tem trés solu-
¢oes constantes, designadamente O =(0,0,0), A=(\/c(b—1),/c(b—1),b-1)
e B=(—y/c(b—1),—/c(b—1),b—1).

Resolvendo o sistema numericamente em computador Lorenz observou
que para certos valores das constantes a, b, ¢ as solugoes tinham mudancas
drasticas ao longo do tempo e grandes variagdes para pequenas variagoes
de condigOes iniciais. As solugoes deste sistema tém um comportamento
complexo que veio a receber o nome de caético por ser experimentalmente
indistinguivel de um comportamento aleatério apesar do sistema ser de-
terministico, tendo solucdes tinicas para cada problema de valor inicial e
dependéncia continua das solugdes nas condigoes iniciais (ver Figura 2.10]).

y(t)

Figura 2.10: Primeira componente de duas solucoes (z(t),y(t),z(t)) da
equacao de Lorenz (com a =3, b=26,5e c=1) de t=0 a t =25, com
condigoes iniciais (x(0),y(0), z(0))=((0,1), (0, 1), 30) e (z(0),y(0), 2(0)) =
((0,1),(0,1),(29,9)). Em pouco mais do tergo inicial do intervalo conside-
rado as duas solugoes consideradas sao indistinguiveis neste grafico devido
a proximidade das condicGes iniciais, mas depois sao muito diferentes

A FiguraZTITlmostra & esquerda uma parte inicial da curva descrita pela
solucao da equacao de Lorenz cuja componente x é representada a grosso
na Figura 210, mostrando que comega por dar quase uma volta em torno
do ponto A correspondente a uma das solucoes constantes para depois dar
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quase cinco voltas em torno do ponto B correspondente a outra solucao
constante, seguindo-se quase uma volta em torno de A e depois também
quase uma volta em torno de B, para seguidamente voltar a dar voltas em
torno de A (comparar com o grafico na figura 2.10).

A Figura 2.11] & direita mostra a grande sensibilidade das solugdes em
relacao as condicdes iniciais pela localizagao dos conjuntos dos valores das
solugoes nos instantes em dois instantes ¢1 e to, a partir de valores iniciais
no instante 3 = 0 considerados no segmento de recta vertical indicado a
meio da figura. Note-se que hé valores das solucées que num instante estao
muito afastados, se aproximam mais tarde, e depois se voltam a afastar,e
vive-versa, levando o segmento de recta inicial a deformar-se de uma forma
intrincada, dando imagens sucessivas que se enovelam em si proprias.

Apesar do sistema ser deterministico, a previsao dos valores da solu-
¢ao a partir de uma condicao inicial conhecida torna-se experimentalmente
impraticavel, pois pequenas modificacoes das condicoes iniciais conduzem,
mais tarde, a grandes variacoes nos valores das solucoes, embora estas sejam
continuamente dependentes das condicoes iniciais.

Y 10 -10 X

Figura 2.11: A esquerda: curva descrita pela solucao da equacao de Lorenz
(com parametros a =3, b=26,5 ¢ c=1) de t =0 a ¢t =13, com condicao
inicial (2(0),y(0), 2(0)) = ((0,1),(0,1),30). A direita: segmento de recta
vertical e imagens de 2000 pontos igualmente espacados nesse segmento
em t = 0, pelas equagoes de Lorenz nos instantes t = 3 (curva no meio
quase fechada) e t=8 (curva intrincada de fora)

2.5 Notas historicas

O teorema de existéncia e unicidade de Picard-Lindelof tem raizes no traba-
lho de A.L. Cauchy por volta de 1820 e R. Lipschitz em 1876. A demonstra-
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¢ao com base em aproximacoes sucessivas no caso geral deve-se a contribui-
¢oes de E. Picard em 1890 e E.L. Lindel6f em 1894, embora o método tivesse
sido considerado em 1838 por J. Liouville para equacgoes diferenciais lineares
de 22 ordem e estendido a equacées lineares de ordem n sucessivamente por
L. Fuchd em 1870 e G. Peano em 1888.

Em 1842 Cauchy provou a existéncia e unicidade para equagoes diferen-
ciais definidas por fungoes analiticas.

A prova de existéncia de solucoes de problemas de valor inicial para
equacoes diferenciais ordinarias de 1* ordem quando a funcao que define a
equagcao ¢ continua (Teorema de Peano) deve-se a G. Peano, para equagoes
escalares em 1886 e para equacoes vectoriais em 1890, embora tenha raizes
no trabalho de Cauchy em 1820 e de Lipschitz em 1876.

O método de comparacao de solucoes de equacoes diferenciais escalares
que satisfazem desigualdades ocorre no trabalho de Peano (1885-1886), P.
Monteld, E. Bompianid, L. Tonell{t, Perrond (1915) e Kamkd!] (1930).

A Desigualdade de Gronwall tem raizes no trabalho de G. Peano em
1885-86 e foi formulada e demonstrada num caso particular por H. Gronwall
em 1919. Esta desigualdade desempenha um papel importante noutras si-
tuagoes, das quais apenas referimos aqui a limitacao de solucgoes e a sua
utilizacao em prolongamentos a intervalos maximos, e o estudo de proble-
mas nao lineares como perturbacgoes de problemas lineares.

A dependéncia analitica de solu¢bes em parametros foi estabelecida por
H. Poincaré em 1890. A diferenciabilidade de solugdes em relagdo a dados
iniciais deve-se a I. Bendixson@ em 1896 para equagoes escalares e a G. Pe-
ano em 1897 para sistemas de equagoes diferenciais. Em 1919 T. Gronwall
simplificou significativamente a prova do resultado com a utilizacao da de-
sigualdade com o seu nome que desenvolveu para o efeito. A dependéncia
continua de soluc¢oes nas condicoes iniciais e em parametros foi estabelecida
por E. Kamke em 1930.

A nogao de problema bem posto foi introduzida por J. Hadamard no
final do século XIX. O estudo de condigbes em que problemas para equa-
coes diferenciais estao bem postos tem constituido um tema importante de
investigacao. Ainda hoje hé importante trabalho a desenvolver-se neste am-
bito, naturalmente para situacoes mais dificeis como as de certas equagoes
diferenciais parciais nao lineares consideradas a propdsito de problemas das
mais diversas areas de aplicacao em Fisica, Quimica, Biologia, Ciéncia de
Materiais, Engenharia. As dificeis questoes que se levantaram neste tipo de

2Fuchs, Lazarus (1833-1902).
3Montel, Paul Antoine (1876-1875).
“Bompiani, Enrico (1889-1975).

5 Tonelli, Leonida (1885-1946).
5Perron, Oskar (1880-1975).
'"Kamke, Erich (1890-1961).

¥ Bendixson, Ivar Otto (1861-1935).
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estudos estiveram, mesmo, na raiz do aparecimento da importante area da
matematica designada por Andlise Funcional e constituem, ainda hoje, uma
das motivacgoes para o desenvolvimento desta area.

O estudo do comportamento cadtico de solugoes de equagoes diferenciais,
no sentido do exemplo (Z.I6]) onde se considerou a equacao de Lorenz, é um
tépico de grande actualidade em que se tém verificado grandes progressos
recentes. Foram as proprias observagoes de E. Lorenz em 1963 que desperta-
ram um grande interesse no estudo de sistemas caéticos, embora H. Poincaré
tenha notado a possibilidade deste tipo de comportamento em 1890, a pro-
posito do movimento dos trés corpos em mecanica celeste, assim como J.
Hadamard em 1896, a propdsito do movimento em geodésicas de superfi-
cies de curvatura negativa, e tivesse havido trabalho em dinamica cadtica
definida pela iteragao (deterministica) de fung¢oes num intervalo real ou no
plano complexo, com destaque para os trabalhos pioneiros de P.J.L. Fato
em 1917 G.M. Juli@ em 1919. Em 1994 J.C. Yocco recebeu a Medalha
Field<3 por contribuigoes neste dominio, assim como E. Lindenstraus$ e
S. Smirno, ambos em 2010. Outros medalhados Fields contribuiram sig-
nificativamente para o estudo de sistemas cadticos, entre eles R. Thom, J.
Milnor, S. Smale, C. McMulle.

9Fatou, Pierre Joseph Louis (1878-1929).

20 Julia, Gaston Maurice (1893-1978).

#1Yoccoz, Jean-Christophe (1957-).

22John Charles Fields (1863-1932) instituiu em 1936 as Medalhas Fields, consideradas
uma espécie de “Prémio Nobel” da matematica. Estas medalhas sdo tradicionalmente
atribuidas a matematicos com menos de 40 anos no Congresso Internacional de Matematica
que retine de quatro em quatro anos, embora com uma interrupgao de 1936 a 1950 devida
a IT Guerra Mundial.

#1indenstrauss,Elon (1970-).

24Smirnov, Stanislav (1970-).

*René Thom (1923-2002), John Milnor (1931-), Stephan Smale (1930-), Curtis McMul-
len (1958-) receberam a Medalha Fields em, respectivamente, 1958, 1962, 1966, 1998.
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